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2. RË 


我 们 先 把 用 数值 (大 小 ) 和 方向 表征 的 物理 量 称 为 矢量 。 天 莉 


用 黑体 小 写 拉 丁字 母 a.6.… ,wv、… 表 示 。 作 图 时 用 有 向 线段 AB 
ARL D. 有 向 线段 的 长 度 表示 矢 汪 的 大 : 
小 或 摸 。 矢 量 的 大 小 ( 模 ) 记 为 


la| =a (1.1) B 
回 结 于 空间 某 一 点 (作用 点 ) 的 矢量 称 为 


国定 矢量 ; 沿 着 某 一 直线 但 没有 一 定 作用 点 的 A 
矢量 称 为 滑动 类 量 , 既 无 一 定 作 用 线 又 无 一 定 
作用 点 的 矢量 称 为 自由 矢量 。 本 书 所 讨论 的 矢 站 1! 
量 代数 运算 适用 于 自由 矢量 ， 
应 当 指 出 ,不 是 凡 具 有 数值 与 方向 的 物理 量 都 能 作为 矢量 , 矢 


Èb 1 b 


Hk k u L 43 H 2 Bt TK $X AA LE Š 1. 2)5T 8 ë 69 38 FE. 
*4 A K Bz BJ Z Ez: 55 F ITAI, BI) ER PN SK: ERAP £ 3E SK 


E hz Ea 1.5 
AAE., BDE a 55 b HOUSE RAA aA 1.2), 


MN ER W R BL 28 £ , Eli 
a = b (1. 2) 


EARE a 5 b BJ PK AB 35 , TE ZË ea Bf (ET 1. 3), 记 为 
q = — $ (1. 3) 


3. ” 笑 量 的 投影 与 分 量 


矢量 ”用 有 向 线段 OP 表示 (图 1.4), 过 矢量 始 端 O 建立 坐标 
系 Ont. 过 矢量 末端 忆 分 区 向 两 坐标 轴 作 重 线 ,得 矢量 + 在 两 坐标 
$l O7. O 上 的 投影 OM. ON. g ahe A vv TE P Aar Di fE PS se 


. 2. 


tal 


. l = 


dne . T = 


” 


EES 


| 


标 轴 的 平行 线 , 得 矢量 v 沿 琴 坐标 轴 09,OF 的 分 量 DOQ.OR, 记 为 
vv, 由 图 可 知 OQ=RP,OR 一 QP, 著 两 坐标 轴 之 前 的 夹 角 为 0， 
w 


vy = v —+ u*cos? | 
| (1.4) 
v = vicos? 十 u, 
和 u! = wesc 一 vacscfetga | (1.55 
=T a K) 
u” 一 一 icscoctg + vse’ j 


HA., À j tE ñi E Ps — #8& AS 3k 2 38 3E , FAH aY 表示 3 
BETSI Ea U: 2 BJ 38 PL P RNE HJ 435 F t Tr 3 z 3 58E , 
在 直 和 坐标 系 里 , 舌 量 的 投影 与 分 量 相 等 


$1.2 和 天 量 的 加 法 


1. KEINER FITE A JE E 


用 有 向 钱 段 OQ.OR 分 别 表示 矢量 ab, IHOQ ORY A FA 


成 的 平行 四 过 形 的 对 和 角 线 OP, 即 为 矢量 ab AARE A 
v = a+ b (1.6) 
这 就 是 舌 量 加 法 的 平行 四 边 形 法 财 。 一 切 矢 量 应 该 遵守 和 拓 量 如 法 
法 则 ,矢量 加 法 法 则 确定 了 矢量 的 第 三 个 必 划 特性 。 因此 ,能 届 有 
向 直线 段 表 示 的 、 和 且 进 守 平 行 四 这 形 加 法 返 算 法 则 的 物理 便 或 儿 
和 何 量 称 为 去 量 。 
舌 量 减法 是 矢量 加 法 的 逆 运 算 。 式 {1.6) 可 改写 为 


a = v — b ci. 72 

或 a — v+ (— b) (1, 82 
F 5 WE BH R Bt Jp TE WS I. 28 5. ##t +I 35 r P , B| 

a+ b=—b5b-+ a (1. 90 

a + (b + c) = (zg + 5) + £ ¿1. 10) 


. 1 - 


2 S br B 


Ek 22 1 Bj K RE PR 2q RE, Maro BU KO PL a, a jJ IF! BJ 
FAKEN 
a = 二 Ci. 11) 


-ka 可 以 表 为 与 a 同方 向 的 单位 矢量 aH ahji a 的 
乘积 ,好 
a=aa (1.12) 
fE — PË EK JL SE TL TAE, W HAm xz、y、z 的 单位 矢量 用 
ijk Eee" 表示 。 


3. < GP E fa ss kr 3 BJ R 
在 三 维 欧 几 里 得 空间 里 , 任 一 矢量 a UJ Pi s 29 iy JE 2 85 — 


坐标 加 r y J F S Ht abiadak 的 和 拓 攻 和 :图 1 
a = a + aaf a 3 


i (1-13) 
d 的 模 是 a = w (a)? + (a)? + Ca; + ca J 
x i j kje e:e, $ SC EE E. FH 3 8 ZS RY EaR A hL 9 ` B J. 
中 Å + 


例 1.1 写 出 三 维 空间 第 卡尔 直角 坐标 系 中 PC(2,4,3) 和 
QQ ,一 5,2) 两 点 的 位 矢 方程 ,用 作 图 法 和 解析 法 求 这 两 位 矢 的 合 
矢量 。 

R: G) ri=OP=0C+CB+ BP=2i+4J+3k 


r,=OQ=OD+DE+EQ=i—5;+ 2k 
G) AHAHA: EOP = r, OQ =r, MOP OQI SÉ U #E F 


行 四 边 形 OPRQ , 联 对 角 线 OR( 图 1.7), 即 得 msrs WA EOR= 
r=r T r... 

RITE r =r tr = (iL AJ 3k) G — 54 2k) 

—3i— j+ 5k 

例 1.2 LARË r, —=3i—2J+k,.,r,—=2i—4J—S3Kk,r,—= —¿i+ 
2J-—-2k,3R F 2j 2 RJ : Crs, Gr Hre 十 ravfiiiy2rm — 3r: — 5r. 

解 : G) rs 二 |r;|= 二 1 一 i 十 27 十 2k| 

= C —1 >F (222 + (2)° =3 
G) ri +r -+r = (3i—2J--k)+ (2i—4j— 3k) 
+ (—i-2J. Tj 2k = 4i 4j 
于 是 十 rs 二 rs | 二 Hi—47/+0k|= /(4)° d (—4)2 + (02: 
= 32=4 v2 
CHI 2r —3r,—5r|,| = 23i 2j -+k 302i— Ajik) 
+ 


—5C— it 2] + 2k) = 5i- 2] k 
于 是 - | 2r m 3ra — 5ra |= 151— 2] tk] 
=— v30 | 
例 1.3 试 求 竹 行 于 mr B3 23: BL fJ r 5 k r HAARE, E: 
知 r =2i+-4/—5k.r.=i-+2j+ k. 
解 : 全 矢量 r 一 六 十 rz: = (2? --4—5k)+— G+ 2/f-+- 3k) 
=3i+8/— 2k 


r= |r|= i3i+-6j—2&| = (3° 4A- (62 4- ( —2)2 —=7 
Br U ETT F ñ m (u G< BF E. 


T STSI 72 L 3; 5, Sj Zk. 
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1. 矢量 与 纯 量 的 乘积 


Ra HAA m ORRERA mt 这 分 矢 县 的 异 是 矢量 a 
的 模 的 m T. 5 Di 23 a HI), JBE IJ EH > 53 tE f EF WD Eom 为 正 时 ， 
ma 与 4 指向 相同 ,否则 相反 。 若 加 一 0, 则 rra AFRE, 

车 a 和 上 5 是 矢量 ,wr Mn Pru, DH) 


Ha = dq LRE 
(na) = {mnda 2E er PE i 
J. n n L {1.14% 
(m —+ ma = ma + nd I 
m (a 十 b) = ma +j- mp J 


2. WB) Sh E TA 


TMR = SR 53 Jr BJ EAR BL 88 e. PA e RR < HN BS 
. 日 。 


PRH. Ua, APRH a E x 轴 方 向 的 投影 ,并 称 为 和 所 量 z 与 
E ARH e BJ SE 3 3 0 2 PR 6.3). WH 
图 1.8 所 示 ,其 表达 式 如 下 


a, =a =-= e= |alcosd O = 9 = z ; j 

(1. 15) — - 
AH cos RE X Et a 和 的 正方 向 夹 
MIRA. oo E L8 


同样 可 确定 矢量 a SRE b HARR, rE K MU a 在 矢量 
方向 的 投影 ai, 可 得 


= 


da, = d- b =å» E = atöos ia,’ ) 
由 此 得 到 | 
a- b = abcosla, b) = a,b = ba (1.15) 
三 维 守 则 里 , 正 交 坐标 轴 单 位 矢量 i 有 的 纯 量 积 
£ +£ — j> j = k - k = 1 €]. 173 


jek=k.j=k.isitk=i.j=ji=0 (1.18) 
EREET Ai 5⁄2 An 3 p 5: J 55 a= aita takib 
=£ b; J + 5;Kk , M A 
a - b= iad Ó+ a + ak) + (hi + bof + BÑ) 
=b] Ó+ dab, + ayb, (1. 19) 
还 有 aq + a = a) = to) tase): + Cas) (1. 20) 
# a - b=0, Habd 都 不 是 零 矢 量 , 则 a, 上 #8 WEH. 
答 易 证 明 , 纯 呈 积 满足 交换 律 和 分 配 律 , 即 
Gg. b —= b -.a (1. 21) 
a- (h +— c) = a + b + a = c (1. 229) 
还 有 . 
mta- b) 一 Ona) -b — a - nb) = Ga -bòm (1.23) 
例 1.4 REH a= 2it2j—k M b=6i—3]+H2k 之 间 的 夹 
fn. 
. 7 - 


B. ac b= abcos8 
a = y E2 + (2)° e 1)° = 


ab = (2)K6) + C€2)(— 3) + (C— 1)(2) = ]2 — B — 2 = 4 


„a'b 4 ç _ í —_ ` 
于 是 cosa “— 3x7 27 D. 1905 
@ = 79°1' 
H y. 5 RRE a—i—2/+ k ERE bhi dj + 7k ERE 
E, 
fg. KE b in F: B WJ 8 sr < Ht 
~ 后 2 — 47 + 7k 4 ， A, 7 
b= 二 — == = —¿— H + k 
b JAFO DF 9 9 g 
a fE b LARE 
~ , , 4. 4 . 7 
asb =G— ajto Si $ + Sk] 
| _ _ S 71__13 
=|] í 2| s + [| x 


#l 1.6 RE asi bj 3k MRE b= 4i+3J— k 1 E — >Ë 
H DK EE J EF RAAE., 

解 : RHET er. $ FEREARE c= —ci Hea] + csk, Mil e EEA 
于 又 办 关于 上 二 所 以 


c + g = 2c, — 6e, 3c3 = Q 


Rh Zc, 一 Be, = des Ca) 
e +b = À, — 3, — c; = Ü 

gl x dc 十 3e = cs (b) 

联 立 解 式 (a},(b) 得 — besem cs 


c= cf i $ tk) 


于 是 ¢ BS 06 Dr 5 EK 2⁄4 
. Ñ 


[U + +h] 
#J 1.7 PuuiEa— (a . ii+ Ca + j) (a Kk, rh a AE 
ARRE., | 
wE: ”因为 4 二 a 十 azj 十 ak 
q £ = ají +í af ft Ga, K + i —= a, 

E E a+ j— a, aA» =a 
于 是 a =a iHa: tak 

— {a iit (G far kok (HEE) 


91.4 矢量 的 矢 积 


PJ X BL a #d b ñ < 338 RER, MARLEE X Ék e. c 
的 模 是 ab WIR E DS < Bt 32 fi BJ E sin 的 乘积 ,ce 垂直 于 ap 
POO. H a.b #l e RJ SR £ + AH 


1.9), HA 
c — a x Bh (1. 24) 


(]. 253 


£ = absing 
由 图 1.9 很 容易 看 出 ,交换 律 对 

天 量 的 天 量 积 是 不 成 立 的 , 且 
axb=—bXxa (1.26) 


H afb, Ņ a=b, AA sinf=9, PM a> b—0. 
HEAR, AEREA 5 E 3 S (sz 5 Bk J 8 8135 WTF 


关系 
k >x k = 0 (1.27) 


ğa 


ix jo ixi=kjxk=— kx j =:, 
k X í—— i X k = j (1. 28) 
AARE RA, BF PA sk 48 
q >x b = (a, + as] + aak) X hi + + hk) 
= aah, — da E — laibi — a-b] + Caibe — a,b,)Kk 


í j K| 
Bl ax b= |a a, i (1. 29) 
b ba s! 
p) UEI RRHH R RRE FË x7 B , 
a >x (b +— e) = a X b + a X e CI. 30) 
im eA. 5 
m (a X b) = ima) X p= a> (mb) = (ax b5m (1.31) 
fJ 1.8 k a Ea P T b, YE PL T c. iQ TE aX (+ c)= ax b 
+a> e 


证 : PSS a l b.a xX5 k s Ë T ad Fio St ;该 天 量 的 

模 是 cpsing902? 一 ap ,或 ab 

的 模 ;, 也 就 是 说 :这 个 天 

AE b RLU af ab 转 
90°, 如 图 1. 10 所 示 。 

E £B, axe E: — BË 

E T a.c FHIR. x: 

TB E c 3E 11 z, By 55 

图 Llo 90* 至 图 1. 10 AREE. 

用 则 样 的 办 法 可 捧 

Hax (b ey X: 8k (b L e)3e l a , BR $S 90* 至 图 1. 10 所 示人 位置. 

因为 Xt 十 ce} 是 以 axb A a> c AAR 05 E $T VJ sb 35 05 X 

戎 线 . 所 以 有 


a >x (b + c) = a X Ë — & > € (证 毕 》 
. 10. 


aq. GD Catb) x (a—5b), 


B: (i) 方 法 一 
i j k | 
ax b= (2i 3J— K) X Gaj 20 = |2 — 3 一 1 
1 1 — 2| 


一 10i + 3j + 11k 
方法 二 
a >x b = (2i — 37 — R) XX G + 4J — 2k) 
= 2 x (í + 4J — 2k) — 3J X Gi + 4jJ — 2K) 
— k x G + 4J — 2k) 
一 中 Xi + 8í X J — 4 X k — 3 X í — 12 > j 
~ 6j Xk —k X í — 4k >x j + 2k > k 
=0 + 8k + 4j + 3k — 0 + 6í — j + 4í + @ 
= 09 + 37 + 11& | 
Cii) b> a = (g++47J—2k)>X 2—3 K) 
li j k 
一 上] 4 一 2 
2 一 3 一 1 
一 一 10 一 37 一 11K 
与 Ci 的 结果 比较 ,验证 了 ex 和 一 一 五 X。 从 两 个 行列 式 筷 易 
看 出 ,行列 式 的 两 行 调 换 后 ,行列 式 的 值 疏 恋 一 砍 正 人 贰 号 。 


Kiii) 方 法 一 
a + b =(2i — 3j — k) + Gi + 47 — 2k) 
= 3i + j — 3Kk 
a — b =(2í — 3J — K) — G + 4j — 2k) 
-= 一 了 7 十 无 
于 是 (aj bx Ca—b)=(3ë+ J—3k)>X 在 一 7 十 无 ) 
= — 70i — 6j — 22k 
方法 二 


* 11 "` 


ta + b) X (g — b) =a x (g — b) + B X: ta — 5) 
=a X qgq—a X b T h X ag — b X B 
=Ü —a X b — a x b + oo 
T 2a X p = 2O L 3y E N 

z0 — 67 — 22k 
fi 1.10 KE ua=2i—6)—B3k,b=4ij+3j—k yk t — 3 I . 求 
和 鲁 直 于 该 平面 的 单位 矢量 。 
E: ax b K É Ta, b Pi ttt së ñF TW. 


È j k 
c=axb= |2 —6 —3j= 15 — 10j-+ 30k 
|# 3 —1 
Med R L oF fy F ax 5, 
¿ = 8 Xb 
axal 


SARAR- PDRE E it Tk, 35 1.6 求 得 的 结 
果 一 致 。 


$1.5 矢量 的 三 重 积 


考察 矢量 a b ec 53 22 3ETIE Ca >b) - e. ERE AA IH EI 
1- 11 H IA B H . EK T 2k BL yj 88 xd S T Fi 22 Bt zb. c 所 构成 的 平 
行 六 图 体 的 体积 ， 
V = (ta % b> - e (1. 32) 
V pJ F t Er 5 3: ht a. b.e 的 相互 位置 有 关 。 若 天 积 gaXwB BSR 
Ae FS Pu SA J 0, EPI =Z RR a be EAF AR 1.115, z 
. | . 


之 ;车 V0, 宇 矢量 a.b.e EEF 

E WAAAH a. b. c 的 次 
PF. PLS SE b.c.a 与 cd REH., 
EH HRE TE Pk E JE. ME SJ 6 FE Jr 
P- Eli P 3 JZ £ F # BU) 2: #É £H , ñ *F 
Lt i , U5 98 e T = #& , HERRA 


变 。 


V =ar (p Ke) =b. G X ay= ee a x bh) (1.33) 
这 一 点 入 容易 从 行列 式 的 性 夺 得 到 证 明 ， | 
a, a, as, 


a + (b >çX €)= pl b; Ë, il. 34) 


Cy č} Ca 
行列 式 连 续 进 行 两 次 行 的 对 调 , 不 改变 行列 式 的 值 和 正 负 号 ， 

ERA a.b.c H,HE] a. (bpX i )=0,F Z R£ , 

下 面 考 察 d=a>x (> e) (1. 35) 
HREH E S pj ML. (P >< c) d E Hun. bed ERAH 
H. T E d < (>x ce)=0,E JE , Pf HURE d 5y $E N W K Et b je 
的 分 量 , 即 


d = eb + Be 


A rh e. B E #k Et , 困 为 d.a: A 
d - a = ab- a + Pera = ü 


a _ Ë 
c. pia’ 
即 a = A+ g, = — Ab - G> 
于 是 d = A[b(a - e> — ctoa - 55] ci. 36) 


ACL IOE- TUE SE WAAR a, be 竺 成立, 因此 ,4 


—- — — 


= acl. 34) AJE M j 1.11. 


É — TF AE BU E SY. A T tK IH ABB. $ abe EAA S Pr 28 ri! 83. 
表达 式 为 


a= i, b= i, c= 


出 | ix G >x ;) = A[iG - j) jaen] 
所 以 l À = 1 
而 与 矢量 ab. 的 选择 无 关 。 
最 后 得 
a > (b x ce) = b(a + 一 (1. 375 


结合 律 对 于 三 重 积 不 成 立 , 妈 
a > (h X ce) == (ag X 5> >Z c 


(a x b) >X e = b(a + e> — a<b - e) (1. 38) 
证 : (ax b)>x e= —c>x (a xb) 
用 cab REC. 37) BD a.b.c, BB 48 
(a X b) X e = — [a(e + — b(c ` a)) 
=þbía - e) — alh» c) CHE ) 
Bj 1.11 # a=aita -task b=bhit bib cocit ej 
十 cj 起 * 试 证 
A rra as | 
a.b >x ce)= | b bl 
eo Ea el 
证 : 


i J k 
a. (b X c) =a lb Ó, bs 
Ci Cz Cs 
= fa + a,j + ak) + Ü bes — baM 
十 《eacl 一 be) f + Ch — bck | 
== d Cy — acs? + a,(D5,G, — PCa) 
-H Zat — Baci) 
. jd» 


=jh 5, h GEH) 


BL 1.12 # P.Q.KRK 三 点 不 在 一 直线 上 ,用 a.Bb.c 分别 表 示 
这 三 点 的 位 置 和 所 量 , 试 证 天 量 axb8 十 hxce 十 cxXua AT P.Q.R 
三 点 所 决定 的 平面 ， 
证 : ÉH KI 为 PQ.R 三 点 所 决定 的 平面 内 任 一 点 的 位 置 
RE, r—a, b—a 与 c—a ti., T E 
(ra - [(b — a) X (€e — ax) = Q 


或 (r — a) (G X b + b X c + c X a) = Q 
所 以 矢量 ax b-+bXcj+c>xa ETN T 53k > 一 4, 亦 即 垂 直 于 P Q. 
R 三 点 所 决定 的 平面 。 CHE Ek > 


fi 1.13 试 证 axb) Ce xd) 
一 下 La - (c2XXd2j)—a[b - (e> d) ] 
—cla + (p> d) ] —d[q = (p><c)! 
证 : IH K( 1.372138 
p x (e x d) = c(p - d) — dúp + e> 
令 p=axb, WA 
(a >X b) X (ce >x d) =c[(a > 55 - dl — d| ia > b) > e] 
一 上 [La - (ë >x dy] — día + (6 >x c)] 
根据 式 41. 38) 有 
(a x hb) >X g = búa - g> — a (P + g) 
令 gq= c> d. W 
(a >x b) x (c x d) = bla + (c > d) ] — ajb- (e >< d3 ) 
(HEHE) 


. ]5. 


S1.6 对 偶 基 拓 量 


g MHR Ei .EE Fil e" ,BE . 


i e> > ë 
E = — — 
1 Ë) = Ë, > es ` 
g! — €s 从 过 1 
2 e, * e, > es 
£1 X E 
e = 一 一 一 一 一 1. 33) 
£, " Ë > ë, 
s HR e, “es X e; >= 0, i) 
e, * 6 = e, t g'h = es ° es = 1 ¿1. 40) 
e”. . v. = ø, . 2 Ü, 
ev * € = ë, -geh = 0, 
T F : 
e, * e, — e, * ex = Ü; 
| L (1. 41) 
e) * e, = ex +ë, = Ü, 
g's » g: = Ea " g's — Ü, 
el, * e, = e; * e's = Q 
f 了 
称 天 量 组 EEN -EEL 和 ETEN Hynt 3 3. 
Ëz X a Ë, * Er > €s 
e, 60 =e, + ——  ——— = —— Xx Z. 1 
e, * €; > Ê e, "e, X £; 
e, X e e, * @s XG 
e, + eh =e, * —— = >- ZZ, x e. 
` e, * e, > €s e, "e, X Ëa 


El * Es Ba 


1 €, 六 €? _ €s * @ X ë> 
e, * e, > ea3 e, * @, > € 


- AKO 2 85 p RIAA. MERAN ERr rR MENA. KA 
npn L YE — E 8 S. l: D s Hi T EEREN AH. 


. 1 * 


e", =” Ë. = Ë; * Ë, 一 一 


阿 理 可 证 g^ = gg * €' = 0, g'a, * e, =€] e= Ü, 


e * ea = es * g, = 0 CHEE)? 
例 1.14 证 明 任 -矢量 rr 可 以 用 对 个 基 矢量 组 eene 与 
e". ey. 写成 下 式 . 
r = {r +e )e, + (r -ehje + Cr + e'e, 
证 : 舌 量 上 可 以 在 基 矢 el ,ez.es LIR 
r = rE, 十 r, + rag, 


BBA ra 3 eh QE N E) e, ° e =e; * e= 0, e, * e =1, 


得 r) == F = e" 
jB) 理 Fa = F > ej, rs = r + e, 
得 r = (r ` ele + [r " g's Jes + ire e'e, CHEE > 


本 章 概 要 


l AE BHH # [8 É #k Er 3 z +J , HE sy >F- +y AAE Ju t 
运算 法 则 的 物理 其 或 几何 量 。 


矢量 的 械 jal=a 
2， RAWA B *F-+y PU 2213 97 IJ 
YY 一 让 十 下 


高 控 律 a 十 bb 二 -a 
结合 律 a+ (b-c)= (g+ b)-+e 
单位 完 量 : COFRE E PF, RH f. J.K ie, MEE E: 
. 17 ° 


a 


ii) 沿 矢量 本 身 a 一 二 

3. ”矢量 的 纯 量 积 

a b —abcecos(a.bY = ab = bd 
== gt ih 十 - Qs +A: ats 


一 |J= k. k=) 
了 
=; . j= j+ i= 0 

3 F FE a = b=b * a 
分 配 律 a + (he =ar b+a * c 


4. REHE 
l i j k b 7 


c = ag > b = la, dz Uy 
b, b, Ps 
c = atsing 图 1.13 
; x i= jx j= K” k= Ü 
ix j=— jx i=k,jxk=—k x J =I, 
k x< i =— í X k = J 
交换 律 不 成 立 a x b>=b >< ag 
分 配 律 成 立 ax thto—axbtaxe 
5. 矢量 的 三 重 积 
(ia da Az! 
a (b x ey= Ib B; bs 
c, ĉa Cj 
a- (b x c) = b + <e X a) = c * (a X b) 
ax (b >x c) = b(a + e) — ela B) 
(a x b) X c = búa - c) — a(b * c) 
6. HAERE 
EROS BPB at K Bt eee 和 en.esvea， 
. 18> 


Ë] : y 
É" E > e, : 

e", = e, > e 
` e, * e, X e, ` 

e, XE 

e. = 1 2 


wP e, + e. >X<e,2=0, H 


—_— rf 
Ë, Ë = ë, " 0, = 


e, * @, = ë, " @*, = 


a 
Q) 
Ü 
e" * @, = e, + e" = Ü 
e', t e, = Cr @', = Ü 

ü 


ehte, = ë, * e, = 


FREH e, ez. es 机 eezes AR AER., 


-J ER 


PË ur X EIA Si Aa at tes (a+ b)-+-e, 

BARE a,b ERG) athl 1g| 十 1 GD labia ai ida 

C A adb J t Ir (E + +: SE rj pa TA BL. E ab RENEA , E 

出 性- 一 矢量 7 的 表达 式 ，。 

已 知 不 共 面 的 三 个 矢量 4. 各 cc, 求 三 维 裤 间 里 尾 一 先 基 + 的 表达 

Fe 

EPA AE AREE. 

O E O E N ABC AAEE A P. Q. R 3 | 8 = ffi JEE = # s: 

AB, EC-CA 的 中 点 。 证明 吕 A 二 DB 十 吕 C 一 上 OP 十 DO 十 DR; (0) 着 

OO 点 在 三 角形 外 ,上 述 结 论 是 香 成 立 ? 并 加 以 证 明 。 

成 证 尾音 四边形 中 点 的 连 线 构成 平行 四 边 形 。 

P .Q 2 3 E PE +s [q AEA h BC. DC BJ p 5 (RB RE ËI 1.8 所 
. 10. 


mI wE AF. AQ SaR DE, 

.9 设 已 .Pr.Pas 是 相对 于 原点 人 的 三 个 固定 点 .它们 的 习 天 分 出 为 
Fir e rss WWE PA ; q H X a tata = 0.5 E y 3 ar Hard 
aap; = o WRA O HR vr dj , Mi yx 
A B KEDER Yf Pj MB B9 DA 

点 但 也 成 立 。 
> 1.10 ā B% P.a B pA FJ ji 
S ir | 289 r =: 2i + 
D 5 C 37 — kar: =4i— 3f + 
题 1.8 图 2k. 试用 ij 不 表示 


FQ, 并 求 其 大 小 。 
-11 A.B 卫 点 相对 于 原点 局 的 位 和 东 分 市 为 qa. 上 站; 试 求 通过 .8 的 直 
总 方程 ， 
.12 FREAD A. E.C 三 点 相对 于 原点 癌 WARA S| q abe, iE 
通过 这 三 点 的 平 庙 方程 基 
_ ma 一 ab +- pe 
m ton- p 


KP m.n p RHR. HEAS ES DAR ga, ES FÉ K 2 , 

.13 B rí =2i— jk, r. i+ ijo ikers = — 2i+ jo 3K f r,- 3i- 2 J 
Hk, E p. = ar Hor- era K apata 

„le amg dk b= — titi- keit 2A k R Gah] 
3e, GD Je +b +e l. GH 3e — 2b 4r} Gv E 39 一 28 一 4c 平行 的 
单位 条 最 。 

.15 BAA i Dir, ye 一 3frjisz 一 工 ra 十 5 AOR F Aj a D 
G00 0) GEL — 2.2), GH C— 1, — 2-3 

.16 EA EA Dasya) mavi P tary t G: L 2. 3 F 34 & sa B 
吓人 慎 :G01 ,一 1: 一 2) .C00 一 3.1)。 

.17 ERHET IREA: Ga, y) e it yf GDY Cryd 二 一 一 
yj GDF læs yz) S zi uJ trk, 

.18 #EARGFIREH Wry = ri— yj OFr. y) 一 是 一 了 
OV (as) tt 


(TEA OY EY 


<。 50 - 


+ 35 


. 35 


ikita o h-t =a * b+a - c, 
IiE ta HE) < (c+-dyY=a + ca + d-I-b * c-+-b + g. 
+í ac litaj k PB b--4i— 2j k EA ROR a A., 
Tk -= 本 一 了 3k .h—= itr k DVOK SE A F a.b BJ ERE, 
证 33 YE = fh H BJ $e 52 e., 
证 ABCD b — 3 3 [Rp E iE AR G BEC L CIP + DA= AC 十 
RIF, 
UE ER = JÉ BJ x+ AAEE. 
没 ABCD 3 — iLE Pü y B ra A mi) + 6 x: 8 SE 85 rh sx (bü UE 
AR + BC HED + DA = ACHRO + 4 PQ, 
WR 5 R E a—2i+ ijt ek EA, RAR BL p= i+ 5 + 3Kk K 58 
的 平面 方程 。 
HE HEA rioyo BMRA a L. £ A Ca y z) ERA r, YS PË 
T+ | WZ F = Pyskik.GO)|r—a[|=3,Gi)(r—a) ° a= 0 Gn)(r— 
ad” r= 0. 
ËR OREN 1.27 rh jn BL Sa 21 FS PE 3 LE] G EE pQ. 
DH a= sitit 2k M bmi 27— 4k AKA P Q BFS xx bh Tu 5 , PL 
ROMY Q w 3 p PQ RE N ËD E BI r E GOO HP MODA (—1.1, 
1) A Bj IH. >Ë Iñi A EA. 
IWE a.b 34635 69 YU E BIBLE |a >< 5 | 。 
Era=—=3(—j—2k,b=2i+3/-k, KOR  G)lax b|, Gia + 25) > 
(2a— b>, Gü] a+ by>x Ca—B5)1. 
试 证 平面 三 角形 的 正弦 定理 ， 
证 让 和 rs 是 xy 平面 内 与 AAE yA g 3 $ 85 98 4° mà 
位 其 量 , 试 证 三 衣 人 公式; cos leat B) —cosacos B+ sinëesinfË, Cu) 
sin (at 8) = simnmzos8--cosasinË, 
EF V I.V..V..V, 由 所 基 的 模 分 别 等 于 四 面体 四 个 表面 Ff、F;、 
,的 面积 ,矢量 的 方向 是 这 些 表 面向 外 的 苇 线 方向 , 试 证 十 ys 
+V. V, = O , 
设 ami- 2j Bk bezit kemit 3] 2k.IWWO3K GU l| Ca x bx 
elh Gila x (p>xey|.Cii)a < xel, Gvila X b) ertv i tax bh) x 
(b>x c), ivi ia x bb = c>, 

. 2] 。 


1. 37 
1- 33 


- 39 
. 40 
- +i 
. 42 
. 43 
. 44 


= = =— = = = 


1. 45 
1. 46 


== — = je 
f + f d 
Ha 
Oa 


. 2 


WIE a - (b >Xc) E abe A SU iH 60 E 4y2< IL E PK 105 35 a E. 
RAR g a= 3i- j — 2k l b= i—3jJ + Ak 的 平行 四 边 形 的 面 
H. 

WHE a = (bX c= * exar + (ax by, 

WHE a e (b>Xc)—(ag> 5) * c, 

WERA abe JEE f) y 3 S br E a 8 b>c e= 0. 

dk H va +b) e (b+ e)> ieta), 

HLF Ca Xp) - (cX d)-== (a + e)(B5 < di (a > dih oe, 

试 证 


ara asb asr 
(a.b x e)yXXa b X c€) = b-a b-b p- € a 


h 


c-a e-k e- 
WHE gax (bx e)-—b> (c Xa)+ c>x Ca XX by= D, 
试 证 ax (bX e)= axb xe HAA H E REE (a Ke < b == 0, 
并 讨论 6 + b= 0 ak b = c= 6 B. 
TC uE PR If — f J 89 ip 52 EE PE , 
试 证 球面 三 角形 的 余弦 定理 。 
iKiF Ca x< b) e GKO exa a be, 
ERRA Di 3j k i— p— 2k. — i 2 -- 2k AAR. 


_- r — Fa Es 1 gs> e, r e >< €> 。 、 
已 知 “ri e, n ee, Ta - 人 Xe :全文 二 着 e, * @; X 
e, 0. bK UE ; (1335 El * e; X es = V , M] e", * e, Xe, = 1/V ;tii} 疙 gr. 


es.es T M T eer,e5 也 不 共 面 。 
车 e = g: > €s t — €s >< Ë) ' — e XE, 

L7 ate Xe TO hore Xe el +* Bo Rs 
EXE eX O PIKE, 


ez 一 了 一 
8 


Ts 


, 试 证 :er 一 


PZE BE YE 


S 2.1 纯 量 自 变 量 的 矢 函 数 


1. 矢 消 数 及 其 极限 和 连续 性 


Coa e AFERKA 

EM RAAR 2 Pk ; MERE a, 如 崇 对 于 在 荣 一 范围 内 + 
的 每 个 值 ,a 都 有 一 确定 的 矢量 与 之 对 应 , 则 称 a 为 纯 量 ( 自 ) 变 量 
ERRA, 1 TE 

a = ait) (2.1) 

矢量 4 fE oxyz 正 变 坐 标 系 中 可 写 为 i 

a = a,i + a,j + aÑ (2. 2) 

IIP a,.a,.a. 是 矢量 a t = + s kn 83 a Bt , sk E = +T š Bp $h E 
的 投影 ， 

以 天 二 6 和) 的 始点 O PEA Pe SR It sa, 34 z 36 TE Bd a (z) 5 2. A 
P 就 在 空间 描绘 出 一 条 曲线 /图 
2. 1). DK FF 09 RH Z PF > R PR Sk a (t) 
的 委 瑞 曲线 。 苇 52.1) 或 式 人 22. 2) 
RI) 8 IH; Eh #É Bj 3: Sr 2 3 , 

由 于 我 们 把 a CO) BJ g8 sa, HX $E 
坐标 原点 ;所 位 a < SE FF E SN. p. 
aHa P BU Kit. RERIT 
AE PR F Ht alay Ea Cr) 正好 : 
对 应 地 等 于 它 的 终点 已 的 三 个 坐 图 >,1 


标 Taata 即 


一 (2. 3) 
这 就 是 曲线 7/ 以 1 为 参 变 量 的 参数 方程 ，。 
(2 ) S PR * BJ 8 PE: 


EE X RRRA a (1) WE P. 而 的 某 个 邻 城内 有 定 关 ,a6 2 — W 
矢 , 如 果 对 于 任 章 给 定 的 正 数 s, 都 让 在 一 个 正 数 纺 ,使 得 当 上 满足 
0<< |#—t |< ë Bf A ` 
|æ) — a, | =< E 
Ra , PHL PR t BJ 2 AR a Ce) 82 ER as, EPE 
' lima @) = fy . (2.4) 


DE > 15 Ek Tt pQ 27 By 48 E E X Se 2 28 Tp) , Bd E , < PR 95 28 25 
似 于 纯 量 函数 中 的 一 些 极 限 运 算法 则 ,如 


lime aC) = limut) lima (z) (2.5) 
lim Late + b(t) ]— lima 2) 士 limb) (2. 6) 
lim [ac -ba ] 一 lima (z) ` lim) (2.7) 
iim eG) >x bU) ]= lima G) x< limb (z) (2. 8) 


其 A ua) g Po Bb Raa ba ER AR, H 24 z—=t Beule), 

a (2) .b(t) 的 极限 都 存在 ，。 | 
ix alt) aG ita, D+H a, (tk 

出 有 lima (r) = lima, CJi + lima, (£) j + lima, (£}k (2.9) 


《3) 舌 图 数 的 连续 性 
EX ERA aO EA t 的 某 个 邻 域内 有 定义 ,而 且 有 
limat) = a, (2. 10) 


teia 


则 称 a E =t 处 连续 。 
若 矢 函数 ac 在 某 区 间 内 的 每 一 点 处 都 连续 , 则 称 a Ce ) tE 
KEAR, | 
. 24 。 


S 2.2 矢 函 数 的 微分 法 


1. RARR SR 


EERE 3 a Xe) #E sx e 2F 05358 be R W A: Z H. 
Aa alt + A — aC) 
A AF 


在 At~*0 iht, Hei RAF #E , D PRIER R AR PR Šk a (2) fE S t Bb BO $ 
数 , 记 作 


da 1 Âa 1 aG 十 At) — aG) . 
de 7 im Ar ™ im As (2.11; 


# of) 写成 分 量 形式 
aG = 人 人 和 十 人 gt 十 他 ft 下 


da. da, . | . 


同样 可 定义 高 阶 导数 ， 

FEEN SATE- RRR 
FEE BS 3 aO X BB E AUR, 

EREHE, K EIRE 
RE BEJ JY ES 8k a C) 28 98 RA — 
HAPPE 2.2), 4 Az BETE 
时 ,点 P, BETA P , RENAR F | 
点 书 的 切线 。 因 此 , 矢 最 名 的 方向 ,是 a 2.2 
ARRS ae 0958 Bü Bi 2 T MLP D JER , 

2 uñ 3 8) EE y Zt TË 

Babe E BKEL HIRARKI Sp BE St BS 8 , Bl 


. 25 


G) e= 0CÇ NE) 


C11) Tarn- 
Gii) peba db da., 
Gv} la X b)= ax P xh 
G) Eita) = g y Sea 
(vi) Sja bxe)=a b x SË + $ xe 
+ 和 .bxe 
(vli) flax @ xoJ=ax [sx +a x [Ë xe] 
x 


da 
+ q, > (b X c) 


(2. 13) 
上 述 各 式 中 的 想 乘 次 序 很 重要 。 这 些 公式 的 证 明 方 法 ;与 微 积 
分 学 中 纯 量 函数 的 类 似 公式 的 证 明 方法 完全 相同 。 


3 RAPRA 


若 a E: JU SE BE É9 S ES 8 , SË tn: z y = 的 矢 函 数 , 则 写成 a 
=a lz, y. z), WR TPR RA E, M z NTF = HIAR ERE X 8 


2a air + Ar,y,z)> — aT, yz) 


Ax ` lim ÅT 
同 理 ， | 
Ja _ ym EEY T Ay,z) — alr, yz? (2.14) 
32 y óy- h y . 
Ja — lim Ya T Az) — ALIY?) 
Ag Ar — Ñ AT 


= JẸ 


É +E Er R a $X B) £ SE M a| Sp FEB 2 yË, BJ A EF J BN e sk 2 
TAER FARRS. 例如 AR imale tH Ary tày) =ar, y) ; 


或 者 如 果 对 于 每 个 正 数 es, 我 们 都 能 找到 正 数 人 ,使 得 |Azr|<8 和 
Ay g He A lair tår. y Hy air yy | = =, MU SK a (z. y) 是 
连续 的 。 


高 阶 偏 导 数 可 定义 为 
aa _ 9 2a _ 9 |da ) 
Jë Əxl|Əz]) BE dy Fojo | 
3a 3 janj, | 
3 =š Fal Fz] i (2.15) 
Ja 日 ED 3a _ a jaaaj 
3r3y PEN yar DEN ; 


— pa - J'a _—_ Ə°a 
如 果 a f — ER OE 08 ERTE M ay 5 ax Š HR Sh ft 


FAEK, 
WHA 下列 导数 公式 

3 | əb Ja 
(1) szla b| = a - => + 5 b 
.. 3 ， 96 _ Ja | 
(11) grla X b) = a X 3 + sz >< 5 2 165 
Cili) 2 faeb) =a. ob ga db | 
H J yðr yr ` Əy Ər 


z 
da Ib _ _2°e 


Ər By ` Ayar 


$2.3 RAAH 


[型 由 图 2. 2 可 知 , 守 是 一 矢量 , 称 da EREM a 在 点 上 的 微分 。 


显然 ,da HA BEI RAA et 的 天 端 曲 线 土 点 虐 的 切线 ， 
= T. 


将 微分 da T pR, ir E PF 98 B) 2 Bt JE; yK 
da = da,i + da,j + da,k 


于 是 有 |da | = y (da)? -+ (da,)? + (da, 2 (2.17) 
XJ T 2: £ 8 E i 
r= rit yj è zk 
其 模 [drj = idr + dyp? + Cde)? (2,18) 


FEAET IAHBE: ERE s fE 3 TF 3k E s 的 起 
点 ,并 将 /的 正 向 取 作 s RD 8, 2 EE fE ¿ E fE — u #h , 9 £ 
的 微分 
ds =+ yide F (dy: + (de) (2.199) 
ËJ W. ldr| = |ds| (2. 20) 
BD, 2 £ A Ek o 08 ZY BJ 8 =s T E 2: Pi BH £ BJ 98 JC DS 2y AS 9 f Ë , A. 
而 有 


:二 | 二 == 1 (2.21) 


S: Uš BB , K £ E Š 21 OERA ARIDE s 的 导数 下 为 一 单位 矢 


# 2. 1 试 证 所 《a = b>Xe)=a ` xC Aa . et SÉ "bx 


cdz 
coh tF a,b, e FE 2k Bkt z Aga- PR SX , 
证 :由 式 (2.13) 中 的 i 和 Qiv) 式 有 


d d 
qF (b X c) —a * + 


dc db da 
=a- |o xE t 34 xej S b > c 


da 
(b >< c) + 4 b > c 


cdt dr 
《证 毕 》 
2.2 i a=5ei Tak b=sinti—cosip R GST (a + b), 


-= JH * 


aÈ (a> b), didi ata), 


解 : 方 法 一 
. d db da 
(1) qta - b) = ` Ar ar °P 


= ( 5z*; 二 -站 — zk) * (COSH T sint 72 
+(I08 tH f 3 k) + Csintt— costi) 
— 5 cos: Hsin! + l0tsint— cost 


= { 5#” — l Jcosi> il ltsint 


.. dp da 
(1) $axb)= =a X q T q; >< Ë 


| i Fi k 
= | 5t f — # 
1COSE sini D) 
i Fi k 
+ | 10 ] 一 3 
sint —cosz 0 


= irisinfi—ticostj -+ (St?sint — tcost Dk | 
+[— 3 costi — 3g2situt f 
+ (— 1i0tcost— sin#>Kk | 

= Ctisint— 3#£'cost)£— ticost 3t sint) j 
+ cz sine sin llzcoszt)k 


.... d E da 
Čili) q, ša a) =q EE. 
de 
= Za * EF 
= 2 5 it tj tk) + (108 + J — 3 k) 
= ] 007 2 6 
方法 二 
(i) a- b= orsint— tocost 
Sla . h) 一 工 (5tzsint 一 tcost) 


. 20 。 


= f cost -+ LOrsint + zsinz# — cos 


= (5⁄2 — l)cosz + lirsint 
| š 了 k 
(ll) axb =| 5r i — zł’ 
sint? — COSI J 


= — ř'costi— t sinz} (— St cost— tsini )k 
la x b) = (sint — 3teost)i — (cost + 3t sint) j 
+ (5St#“sin# 一 sint 一 1llz#cos#yk 
(i) a» a= (5 Y T G) t eor I 5t A Ht 
d . — d Zyd z a z5% — 4 . 、 
J t a) — q, 252 + £ d £) = 100zF + 2f + Gt 
F 2.3 RHR r=“ l1.,y—4t—3,z— 2 — 6 E F — s B!) 
单位 切 天 量 ， 
AE: EH 2k F £E-— sa B V S FE 
d . 
z =L G° + 1)i + (át — 3)J + (22 — 67)K ] 


= 2 + 4J + (4: — 6k 


TREI 
dr — -一 一 
Z (2:32 + €4)° 十 T 2 
Z= (2E) C4) T Cdr 5) 
单位 切 矢量 
P 271 7- 4j + (4 一 6) 
LOD Fd 06) 
dr | _ ds > dr/dt_ dr 
注意 到 df] de’ 一 ds/dz ds 
#2 4 #a=(2r2y— artit (e — ysinr) f + Cr°cosy)k,b5sk 
Jta 
SE = qis ERE ə 


Ja 
aE 


a . d . . 
解 : = -C2riy—rt)i+- — ysinz)j 


d 2 
Tt cosy)k 


-30 


E x= j 


70DA 


= (dry— dx i Eye — yecosr) jt 2rcosyå 
Ja _ z — 4 "5 z A zy : a 
Jy =y x — zti + J ye ysinza)j 
+ Cricos y)K 
oy 


一 2r 十 《Fe 一 Sr — rsinyk 
dg "D'a 3 


= = SyF - 2 _ ry : a 
dray dyIr | Fr ME —+ pere sSInr Jj 


cl 3o 
一 — ( =° k 
aiT siny) 


= Ari 十 《Te + e™ — CoOsT) — Zrsinyk 


32.4 RARE 


L 2 ES š BU T E Rr 


5: pR 5 Bi S 2 A E; zb Et p SF JE in Sa i. iS 


da . 
a; = Bb (z) C2. 22 > 


那么 a = paya; +e (2.23) 


AF c 是 任意 常 矢 量 。 
纯 量 育 数 不 定 积分 和 的 基本 性 质 对 于 矢 旺 数 仍 然 成 立 , 例 如 


Jaa Gaya: = |a ya: (u A R O (2. 24) 
fa .bidt = a . aya: (a HRE) (2.25) 
| [acer + bG) Jd: = fadt + |5copd (2.26) 


2. BS B) E S 


IR aD ERELT , T: ] L Pe 2 , N al ELT, :上 的 
a 3l 


定 积 分 为 
[aoar = pCT,) — b(T,) (2.27) 
根据 式 (2.137、(2. 22 3815 (2. 23), H bl 45 2 2 í) T SH Bt p 27 


积分 运算 中 的 一 些 关 系 式 。 例 如 ,可 以 得 到 “分 部 积分 "的 一 些 公 
式 : 


da d 
|> dqt = ma — | gr ad: 


dm dy = zna — fin da iz 
dë 


dz (2. 28) 
db da l 
fa + a 8: = ü + b — J d; * bd: 
dé da 
ja x Par = a x b — J; X bdt 


式 中 m RAREN, adb ERAR. 

例 2.5 R FARI D [adr GD | aco3dz, 基 中心 G 一 (2 
Hardi — Bt FT RER, 

解 : 

Glad = [E+ 4i + B£ j+ 82k Jdz 

= (2: H 2t +e Cc) (2 cI )K 

HP c..c;..cIÍ 为 任意 常数 。 

Gaco: =[ (2:22 26 p 2k 2 

=ë 14 J +A 30k 
例 2.6 HU dy e rC MARE vi JR 一平 


_ dr 


一 二 5。 当 质点 的 加 速度 为 
a = {cosi + (ásinz#) +e 'k 
W|, 3 (的 与 Pit。 其 中 ro =o O) =0. 
* 32 " 


解 :y = |adr=| | 6coszdz| E 十 | |4sinsar) ;+||# a: k 
= k sint Hed it K — teost 十 Co 十 《一 rNk 
H T wo 一 各 ,因而 c 一 人 ca 一 4:c3 一 1 BR 
Y = (6sln£)ë -H (— 4coszt 十 下) 了 十 莹 一 十 工大 


于 是 r (z) = [vaya 
一 | jssinraej， + [f cast + 4)dz| 7 


+ (f g 十 1)dt) k 


一 【一 cost + c, + (— 4sinf + 4z + cj 
+ (€ ' + š + c; >K 
由 于 rKO) 一 有 ,因而 c= 6,e,=0,c = ls, 
TÆ rC) =< — cost -+ 6) + (— dsint + 4⁄2) 
+ te 十 二 一 工大 


Š 2. 5 纯 量 场 的 梯度 


LO 纯 量 场 及 其 等 值 面 


如 果 空 间 里 药 每 一 点 ,都 对 应 着 某 个 物理 量 的 一 个 确定 的 值 ， 
则 称 在 此 空间 里 存在 着 该 物理 量 的 场 .如 果 物 理 量 是 纯 数 量 , 则 称 
这 个 场 是 纯 量 场 。 例如 温度 场 、 窗 度 场 等 都 是 纯 量 场 。 如 果 物 理 量 
是 矢量 , 则 称 这 个 场 是 秋 量 场 。 例 如 力 场 ,速度 场 等 县 矢量 场 。 
在 纯 量 场 中 ,当选 定 了 坐标 系 oxyz 后 ,各 点 处 的 物理 量 可 表 
$ = Pir, y,z) 
Aai T A AERAR RBE SE >x 68 #t E. 
A- BERASE, 
+ 33 . 


Pk Br 29 tF F. A # [E| 31 18 1⁄8 EË i BJ £ sa E F pR. B) HI E , R 2 g 
值 面 ;等 值 面 方程 是 
Pir, v.z) = C C ARH) (2. 29} 
# — 3 =s |H] E , pir, yn —C W an 3 A. 


2 纯 量 场 的 榜 度 与 方向 导数 


为 了 解 纯 量 场 中 纯 量 汪 的 变化 情况 ,和 项 要 研究 纯 基 场 的 梯度 
与 方向 导数 。 

F Il ç 3 ñ 8k: p E 268 e sa. 2 BJ $Ë bg, A $r 385 — JF IB] IJ 28 AG, 
TE Ou. 

若 在 纯 量 场 (P ch ñj A P kk , #f #E X #É B) £ Bt G , HA [5] 
HAR (P yñ P Ax E r SE Rk X Bl 3r 8) RREA = Rk & SÉ +E 
3 BU $k (ñ. H| EK K BE G AA GS (P) fE A P AE 346 A. ië E 
grad®, Ef 

grad = G (2. 30) 

AAt a oryn Hi , 5 A P BJ AKBP S Peyr) XF T xE 

穴 在 空间 某 区 域 上 的 纯 量 场 p, A P 处 的 梯度 为 


IÈ, ab. 3 
grad® 一 J + P y + jk (2. 31) 
为 方 恒 起 见 , 引 人 哈密 顿 兽 子 
. 2 . d d 
V=isr tJ3y T kas (2. 32) 
dd = |: kG- VE (2.33) 
于 是 — grade = [iZ tig T k gz]? = 


WwW 是 一 个 微分 运算 符号 ,同时 又 应 当 作 矢量 看 竺 ,这 一 点 在 下 
Hikki SKRR HRANE AAA, 
ak Bt 2 FAA Qh ARA rE gradb E — + 2 Hk , E Jy 1) 
是 函数 pp 26 E 2: EHS AD, E K h: p WY EZ 2 IB) 89 SE eE, PI PR. 
数 下 的 最 大 变化 率 . FEHÉR Ps se Jr n], AA Q BJ 3AF4E, 28 , 
点 P 与 单位 矢量 & 给 定时 ,过 户 点 沿 &a É fE B E 
. 34 


2.3). fE ¿ ERSP AER AQ, £ PQ 
=S, 5 Q— P RJ , tt j > 

Ap PD — BP) 

S PQ 
AI iE Fš £F £E , W| 8 E. z BU 82 E yy pR S b (P ) 


e - 、 、 ÉI 2.3 
TA P Ab a BJ 2 A, iri tE 

de —lim PAD — PF) 

dS g i" * FQ 

da d 

dS =| 5I yD] 
_ 3dr ,3Pdy , 2@ dz 
gazxz ds 2 y dS 2z dS 
—graq@ + $$ = G'a (2. 34) 


FE oB. HE G fE a 2 E] E. B3 18 gÉ iF RF SF TAA o WE 122 2 BJ L. 
的 方 回 导数 。 

iR D 的 梯 诬 矢量 grad 与 单位 和 拓 攻 a& 的 夹 有 为 8, 则 | grado 
- a= | grad® | cos0, fq JE EJ BL, I grade | BRE PAERUA 
IPT 

例 2. 了 对 于 纯 量 场 (r, yr) =r x° 十 22 十 2ry: 求 Pir, 
yz) 的 梯度 以 及 在 点 (1,2,1) 处 . 沿 0 一 王 i 与 7 十 二 方向 上 田 
的 方 回 导数 。 


解 : 
grad®$ =V @ = 3 十 了/ 十 = 
= (2= + 2Wi C2y + 2=z)j + izk 
在 点 (1,2,.1) 处 
N ë = 6í + 6J + 4k 
于是 方向 守 数 


" 35 = 


V e. ¿= TROD + (C2 + (4)(2)] = ri 


@| 2.8 REDE AGO=VFEIG, (DYEFG)=F VG 
十 YF。 AP FEA GX reyse B3 u PP #h Et PR 39%, 

证 : 

G) VETO) Ii S: + 条 (+G) 


=i -F TG) TJ 


s 
=; 2E + je pe? 
PSI 
26 3G ,a0 
= Jy 4 az 
LYE YG 
Gi) JEO Z+ Z Zk iz) FO 
=L Fit E -FOJ FOK 
a] — LEMET j 
y. 


+r 3214 GE] 
dG, 2G, | 


dT | > = 


=F| 


+G| >= i 二 
=F YG+G YF 


ZE] 


dg 
(证 毕 》 
926 和 天 量 场 的 散 度 
设 a 为 定义 在 空间 某 区 域 上 的 矢 基 场 ,在 直 骨 坐标 系 中 a 一 
[a,Cr y z) a, (m,y y z).a(zm,y,z)J, TE Hf — & P (z, y,=)#F 8) 3 


RELA 
. 36 


Aa, Ja, Fa Aar 


diya = 57 Jy | az (2. 35) 
#h EL 2⁄2 diva 又 可 写成 VW a. 
diva =W * 
åA 。 二 3 . ， | 
dd, Ia, Za, : 
Ja t ay Í a ‘2. 36) 
对 于 纯 量 场 P 
div (grad@) =Y -N P 
-2 {28), 229). 2/28) 
=; 2 + TEN Jal Fe] 
2 2 2 
_ 2 q 32: a (2. 37) 


o ar 9 x° 2 >° 
ERGA 289 Pk BL 3 D hyg 3-2 ar Laplaco AA, HV ep R AG 
表示 ，, 算 子 


2 ° zi 3° 
2 — - .: 
V = o= 1 dy ar C2. 38) 
nii ET DDR F AS 
3 p g ` a °P 


mk is pia 3. WE hr B hr Wi J 2 BJ PS 38 BUH k Pl fo P 8. , 
H 2.9 i KE D a— z=°zi— 2yr j T zy zk. K a P (1, — 1. 


DAEK PE, 
. 2 . 
WV < q =|; zo J 
. (atzi — 2y z J + zy” zk) 


可 2 


vt FPS 


_ 2 2 3 3 2 A 2 
=; Q z) +77 2 y z Ty =) 
= 2r=— B yiz — zy 


.al 一 200D(1) 一 8( 一 15201)2 十 人 1 一 1)2 一 一 3 
。37 。 


例 2-10 wEV] =) 一 0 


! {1j [|2 2 12: ———— 

uE: `x | | FE | | 
i 1 . 

2 = |= (m — ° + =°) ° 


d” | 1 | 
Or ry 1 z° 
— Ka — rir” 一 y? + g”) 3⁄2 | 
ArT 


322 i l | _ By — = — x 
39y Vr t s l G + yT z 
MA _ l _ |. 2 -a 
r >= ` . r + y? -十 =Š Cr” 小 y” + gJr 2 
三 式 相 加 得 
i 32 3 À Í 1 ú I 
3 B=: | Wr sa CHIEH 2 


可 见 所 证 的 是 控 普 拉 斯 方程 ,$ 一 二 就 是 这 个 方程 的 解 ， 
例 2.11 XPT OM KE a; 赋 证 divtaXr) 一 0 
证 : i a=aji+a,j-a,k,hl 
a X r =la, Ay Car — a;z)J 
J- lay — apr JĀ 


| 3 3 
从 而 div(a X r) = F7 ia? aay) 十 asiy it 


2 
十- 3 tary — g x) = Ü 


. 38 >» 


sS 2.7 :矢量 场 的 旋 度 


1 25 R Coxyz AA FAH 1E 2 S $R 88 , FTA Br PS alr, 
Z= ‘zj k (2. 40) 


TAIA 
=a ryer Ta, y dJ Ha rsy z)9Å, 
Ad Fal. ua, 
| _ Eli t | Ə = 


las); | 
pdg ax 


da, 
Ar, 


HI | -= 
` O) y 
Bir E Aga RHA a B9 at BE lC TE curla, A2. SIE R 


a, Pi) 
' 他 2 g 
; i 十 
N x< a EET i By + K +=] x 《GE + af + aA) 
| ; Fi k | 
9 可 c} 
—I “—_ 2 
Ez: jy Jz (2. 41) 
| z. a, a. | 
例 2.12 Pk a> zsi— 2r yej-+2yr' k RA P X(l1,—1,1)48b 03 
JEFE curla, 
W cura =F Xa 
| 2 2 . 
=li yz F 35 1 A xirri — 2r ye] t 2yrtk) 
| £ Fi k | 
| a A Fa 
o jär dy dg! 
2 yz 


kj — 2. yz 


= |75 2—7; rye) |i 

一- 231 一 -一 i 

| Zar y | 
二 | $r yz) = syz > |k 
一 《2z t 2r" yit 3zz" f— dryvzk 


— 3j ák EE P1. —1,194b9 
. 35 a 


3 2.8 关于 梯度 、 散 度 , 旋 度 的 公式 


设 F.G 为 纯 量 场 ,4.B 为 矢量 场 ,并 设 它们 连续 且 存 在 二 阶 
偏 导数 。 


grad(F+OI—= YF+HO=Yri YG (2. 429) 
grad FGO SN CFG) =G V EHF NG (2. 43) 
div(a+b>=%N Catb rat + b (2. 44) 
curlla +h) =W x la Lbh) =N La tN X 5 (2,4592 
div (Fa) =W + (Fay= (VF) * a-- F(N * a) (2.46) 
curl (Fa) =W x (Fa)= (SN F) xa HFN > a) (2.47) 
diy(a >x b) = WV + (a x b) = (N Xx g) + a+r X B) 
(2. 48) 


curl(g x b) = >X la x b) 
= (Bjb - V ja — (a - V b -t CW * Ba 
— (V -abb (2.49) 
gracia +: b) = Ca + p) 
= (b V `a + (a+ V )b + b X (VY >x a) 


+a x (N X b) (2.50) 
div grad F = XZ + (W F) = Yr (2.51) 
curl grad F = V x 7 F = (Ü (2,52) 
div curl a = Y - (VY XX a) = O (2.53) 
curl curl a = V xX (Y X G) = N (N + a) — Va 
(2.54) 


这 些 公 式 的 证 明 将 部 分 地 作为 本 草 的 练习 题 ,由 读者 自 证 之 。 为 
了 帮助 读者 蕉 证 ,下 面 用 哈密 顿 算 子 证 明 其 中 三 个 较 复 杂 的 公式 。 
由 于 哈密 顿 算 子 兼 有 微分 性 质 和 和 和泉 莉 性 质 , 国 此 :在 运算 中 除 
了 要 遵循 微分 法 则 外 ,还 要 遵循 矢量 运算 法 则 ,例如 式 (1. 33) 和 式 
1. 37). 
x jÜ = 


N + (ga X b) = W. * (g X 56) — V, * (b > a> 
这 里 ,WT 下 的 字母 表示 WYW 仅 对 该 字母 表示 的 和 天 量 必 用 ,如 果 
后 只 有 一 个 矢量 ;就 没有 必要 再 加 下 标 。 因 此 
Moa x by—b Vv < &) — a = (M Xb) 
NV >x (a >x b) SM, X (g >x h) — V, >x (b >x a) 
= ú) - N ja — VY +a) — la. X )b 
+ al + b) 
N (a. b) =la * b) + SZ Cb + a) 
=p x (N X a> + (b+ V ya + a x (N >x b) 
+ (a + N 2b 


S 2.9 WE. RE, JERNIA E 


F Pr AY E JE BE ke AAT HE, E T8 ZE Bi 16 e (z. srera) 的 
梯度 gradb YO), K St Ea 4 IE diyA CS * AD 69E 3 53 IF 2 Æ 
Pn Z BS EK TE LKX; REM À B 
a EE PE curl ACY KAKEM S; 
PC s £ B) IE 2 835 3 # 9 Ez E 236 

>, 
z 考察 共 原 点 o WE Z s= 
标 系 orrez, 和 0 .Tz2T3。 举 标 
轴 的 单位 矢量 分 别 海 esere; 


pe Fee, A P EREA rB 
T HI AE PE g Cris £as £a) FULT, Xis 
| 2.1 xz。 坐标 变换 的 关系 式 为 
Ty = An, + aTa 十 AT; 
Ta = ap + yr, + eal (2. 55) 
Ts = Qt 十 aj; + dtg) 


. Al * 


= rH a 中 的 下 标 i.1=] ,2,3 分 别 表 示 Tis Ti. Za 畦 与 Ti sty s ru m 
= lB] BD 3 pj 845 z, 如果 两 坐标 系 不 共 原 点 , E. IRA tr) A 
EA o fE SE EER A Cr iZ.) ) thi ËJ Aw ER 3 Ce r, cy cs RT. 3 Sr T PR zÉ 
A 


Ti = Qeti + Atg t G Ts + c) | 
一 | n 
T = AE TEY a] 一 全 F > +. PP ap + Ez f (2. 5) 


zk (2. 55) Amm Eb JE FE zp A s PRK 3 E. SE dF 3 O SC C2. 56) 表 示 平 移 加 旋 
an Hh Bt E fE Wi #Ë $p 3 Ha 3 q beri >o ra) PCr star ri), 


H. 
Bn Te mI) = PCr, rgs Taj 
MEK PCr oren EAER. PFR IRR E 12; 
HT Tr. TI) = HT, To, T3) 
或 人 二 


= a CTi Te]eEl 十 aa Cay Zi EE, + ACE Ts ra) 
则 称 舌 量 汤 AC... . n) EAER 这 种 不 变性 的 意义 三 以 用 于 
和 实 度 . 散 度 . 旋 度 等 概念 。 
由 例 1.7? 和 式 42.55) A 
e, = (@, * e,)e. -F (e, €)€, 十 【el -eye l- 


= €, + të: Ó+ iag 


fy | 


2 = (ë, * e, Jel + (es * e, ë, 十 Ce, = e; )ëes (2. 57) 
= ë, + Ge; 十 Gë; 
3 一 《ea * e, )@, 十 Ce, * Ba): + (e, * £) C; 


= tyf, E Ryg F Agea 


ts 1 


. 42 ° 


[i E RJ iE 48 
g. = (e, - e,)e, +F ie” e, )e; + eë, ° e, )e; 
= ce, + Gy €; + Auga 
e, = (e. * €, )e, + e, > e, >e, -H {e ° e,)e, 
_ _ __ (2.58) 
= ht F m;Ë, 十 Ayta 
Ëy = (€s + e, Ye 4- (e, * e, )e,; + Ce, = E; J ea 


= taf + më; 十 ajf; 


下 面 先 证 明 纯 量 场 简 度 定义 的 不 变性 。 引 人 符 号 DORRE, 
5 表示 2 。 于 是 纯 量 场 的 梯度 可 写 为 


Ip Peri 25, 
gradó = ar! TL Z ez + 5 Fe 
=È e, + Poe: + @ ses 
=>, G= 1,2,3) (2.59) 
2 e = >, D baye ( 链 式 法 则 ) 


=>, 22. age 
= 2. >= Ce - E)E 【 南 于 去 (2. 58)) 


= 2; be, 《由 于 式 (2. 57)) 
RP a= E mage g, 
=; 
可 网 ,梯度 的 定义 具有 不 变性 。 
再 证 明 散 度 定义 的 不 变性 。 
dive =V a= S + SS + 5 3 = >e. 


2415 一 >, 人 > Ti ( 链 式 法 则 ) 


1 


* j 


= E Sea), = Dai < 由 于 式 (2. 58)) 


这 就 证 明子 散 庆 定义 的 不 变性 。 
8 Jy ub BB H -- fT faj 45 =- #& BJ YE 2 s RERA A< 2 
PE, | 

ë, e, e, 


d j z? 


dx! Əx ar; 

a, Aa as 

>; a, >; m ze; >: G sË, 

= | ya Dag 2 Sm, 2 
az; gx; 3 9 =, 


' e, e; P; 
! r a 
> > D ttnt 5 天 
F- 
F J tl 
! e, e; es, e. e. e 
Qi Q ai; 
M M a 可 2 a, o Q? 2 l 
Topa ar Ar, As, (az, A, Ar: 
e c a 
31 32 33 2, a Aa | a ga í 


$2.10 线 积 分 与 面积 分 


1. 线 积 分 
连接 4.B 两 点 的 曲线 为 工 , 定 义 在 上 上 的 十 量 场 多 已 给 定 ， 


* 1⁄4 = 


ES L TTE HJ 3 FC J s. A. B 
ALA X F s=a, blach) (El 


2.5), 称 定 积分 |@[P ) jds 
J Pi BL kur Q M HH ZE LAE 
分 ,用 | 更 Cr,y,z)ds 表示 . 4 Hi 


线 L, 为 团 曲线 时 ,有 中 mcz,y， 


之 Jds 3 zF. 
A AË ZL, BJ USE S u RHIA t. WO K BLS aa, a, i+ 


图 2.5 
ak | a+ tds 为 a 沿 有 向 曲线 工 的 线 积分 (图 2. 6), 也 可 记 为 


| ads 或 | a . dr, 


_ f d= dy 
| a - td: = | a, + 十 a, T 
+ a. $ jds (2. 60) 
s | 


j 2. 13 R| Geydz+ (y—zr)dy), EP L jH A <—1,1)#l 


ADHAR y 一 zx 土 的 一 部 分 ， 
R. ELE ERr HBR., H y 一 :dy 一 27dz; 于 是 


. 45 ° 


fct ydz + y — rjdy) = j Cri") + Cr? —- IT} dr 
网 x“ — 1 


l 
=| Crt + 2r’ — 2r’ az= H 


例 2.14 REI asiy tHe it eta Cary k SR 


a TÉ EB 2 r=ti tt jek MARAR ACG. 1) 这 县 曲 钱 的 线 积 分 。 


解 : mansa mapa 


I " ffa dt 


— + a dy + a. i 
=j [ (2 — 2?) + lz? + 2r -H Cr? j+ yte jd: 


a E > e de 


l 
=f [H H 5 + e q Oa + (É H 3 Jd: 


d 
=Í (213 + Att + 4 + 2t drt = 297/140 
r 


2. 面积 分 
曲面 面积 


> K P B f m SK Br r je PS AE Et =. IgE, hH E (u u) tE 
uo ERI P< 1k. F F ahate P — W Rh 5 Tà tH HH FS S. 
r = r(su,u) = [z(u ,uy ,ytu uy, ,z(u,o)] (2.61) 
是 曲面 S 333 NR Ik (u u) P 53 B d ER, 


AP Ruu 曲线 的 交点 (图 2. 7Ca y) r, = E r = ST 4 le 


过 点 已 处 ez 上 曲线 的 切线 拓 量 。 

EEH S E rxn EI rr 在 曲面 上 任意 点 处 是 线性 无 
KJ., pH P AH r, .r.Du E BJ E TH BL] Ik IH I ZE _P ss BJ + 3 y , 5 UJ 
平面 垂直 的 矢量 r, ><, HH f E j RE., 2 p) PE jr K: S. E 


r, X F, 


ry 1 
ra (2.62) 


* 45 = 


v + Ay 


OQ Ir— ru, u) (b) 
Ka) 
| El 27 _ 
P NES: t a. b BD 3 3 ax b 3 K h la X 5| 3 FJ a Ej b A 
丙 邻 过 的 平行 四 边 形 的 面积 ,所 以 - 
|a x b| = vla- ay(b - b) — ¿(a + by 
Pg 2. 7(b) 所 示 的 微小 面积 AS =| PP, XPP], ti 
PP. = fiu + DA) — rlu, u) = Au 
— . or 
P P, = r(s u + Au) 一 PC = Yasa 
所 以 AS =| PP, x PP,| = |22 x 2 Au ñu 
dr HEF 


. 
— 


= ir, -r (r, F.) — (r, * roO Auu ` 


r? -H r — (r. * F.) At yU 
面积 元 素 
d5 = |r, X r. |dade = v rir 3 
面积 
s = 2 x r. |dude = i! rri — (r, © FX dudv C2. 64) 
D mÉ: 


. j7 °. 


AP. D EIET S BO ur AFO BI F BJ P: p. 

MEGa 

JI Y P< SF BÑ ISI RS I , AE AE RSE H R ñu — 8 TE 25 q tü BJ E a 
jk Su se dH mI G pk R E yz 3 n TE Pl IE 81 ; ST 8: H; m 2: PJ FJ By , ij pg 
习惯 总 是 取 其 外 侧 为 正 制 。 这 种 取 定 了 正 钢 的 晶 面 , 称 为 让 向 曲 
ka 。 

设 第 出 已 定 人 向 的 曲 面 5 与 定 艾 在 5 上 的 矢量 场 a.m HRH 5 
Jy ARRAREN 52 tim. a 与 PJU Pq 3 a < n yE S TE S 上 
HARG., < SH 16 fr S 上 的 面积 分 


| a nas 
RARE a AEO FE [ul B KEE GRG, AA a - n= a, , Pl 2 


ffa . nds = f| aas C2. 65) 


H m S Fäi] r=r luy) = rle, t) s yiu v) zlu, t) ) i E BJ , Li 
直线 坐 宗 (w,v) 表 示 的 法 线 单 位 矢量 XK lmX 庆 | 与 给 出 3 的 
方向 的 法 线 单 位 矢量 nn 一 致 , 则 


F. > F. 
Ir, > Fal 


H + dS = |r > r, |dudv 


Ff 二 


所 以 J|. -nds =|| a . (P, X ro Jdudv 


ay 2z 2z dz 
ff du du + du At 
= d, ita 
p| Tjay az} əz azr 
du FU dv Q 证 
dr dy 
du du 
+a, ade 
J£ Ay 
dU dwU 


. jH 二 


a, zP dy 
Jx Zy Az] 
=| Í Ju Ju Ju |dudvr (2. 66) 
F 
dr Ay dz 
Av Av ddv 


$) 2.15 E HEA E z== /(r,y), W RC. 64) 导 出 曲面 
面积 公 趟 。 
解 : iX a= zr, y, H 
r—r[zr,y,J (z,x)] 


r Ar 
r= sx C0) = sç = (l. 0, £,) 


r, "u, = 1 + ii, r, * r, = 1 + fjs r, * r, = 了 


. E 器 之 | axl: 
所 以 s=]! 1 十 | 了 | + [32] ddy 


例 2.16 KEEA M 和 侧 窗 度 拘 名和 的 球面 x 十 y t e = a° 对 
于 z 轴 的 转动 惯量 了 。 
解 : 因为 球面 的 全 表面 面积 是 dra, EE o T Mira”, i 
球面 的 参数 表示 为 
Fn, V) = (aqsinuCOSu, asinusinu, qac05=z) 
CO = z = z, 2) 
再 设 从 球面 上 的 点 tz,y,z) 到 z 轴 的 距离 为 2, 则 


一 im 


r, = (Cacosszcosu, ACOSHSINT, 一 asinu} 
r, = (— asinusin;,d4sinzrcosu,0) 
所 以 站 一 Gin F, * F, = Ü 


N (r, * F.) (r, > F.) — (Fr, (r.e r)? = asinu 


I =|| ¿ods = M | dof a*sin*udu 
o s 4xwa do 3 
. 49 * 


_Ma ,.. ..5. 2 n Ên 
一 z Ma 


例 2.17 求 jj ( zrdyd= + 


yzd=dz=+ r°d+>dy), HE € S E BRE x° 
+yz Sat BJ z>=0 RR É n PJ 
方向 为 由 球体 的 内 部 指向 外 部 的 方 
问 。 

R. s Cr. y) E >É pR E B5 BH 
ik E SR Hs , DH] X F TZ BH 22 ER pK 8 


FARE- S Jr 1 8) n — Sk ( s 图 2.8 
2, 82, 
困 为 > 一 wa 一 了 2 一 


所 以 2 一 一 和 AR z,—— sz, Xx 


a, <a, qa. 


z 
ar 3y 8z| | O l 
ðr DT Əx|=— 11 0 一直/ 
ar ay Əz| |o 1 —y/z| 
Jy dy dy z 


| 

to 
H 
+ 
E 


于 是 
J! (zxdydz + vzdzdr + Xx’drdy) 
s 


=[f (23r + y')dxrdy 

D 

一 "aof =a + cos°By5rdr = Fa + cos*0)d0| riar 
各 Ü u Ci 

3y 


4 


at 


一 -一 
—rrÑ 


s 5Ü = 


92.11 积分 定理 


1. 平面 上 的 格林 ‘Green) 定 理 
wm RER DEWAR aD E? Play) Qy E, 


Ie, 


1aQ aP 


Bi 


IE: 2# E 
a s z = P. Er) = y s i)e =ç xs g Z ,zr (y) = r = raky) 


所 表示 的 区 域 D( 图 2. 9)。 因 为 二 重 积分 的 计算 公式 是 
[freddy =| dz feya 


* K DHI YB EA AAA AR 中 的 边界 前 进 .区 域 呈 在 左 刚 .; 则 此 方 
向 为 曲线 的 正 向 :或 者 说 ,边界 曲线 3 Pr BJ EA I 2 bk D Bi 2F F R 3: 8 < Ell k) #q sk Y; + 
系 。 


四 


- 5] 。 


d Ty 
=|" ayj” Jf (r, ,y)d> 


ma 六 dray -je > Jd 


五 


-| QT s7) — Q CT , y) dy 
d ç 
= | QKL ydy + | ec ydy 


=| GQ (Tr. ydy 
a 


— ff aP ird m — fa z aP a 
Q y y O 9 y dy 


D 


È 
= 一 | LE C£, y — Pix, y) Jdr 
=f PCz,y dz + | Pez, dr 
4 由 


3 


两 式 相 如 即 得 格林 定理 的 方程 ， 

# D 3 — 8 PU BQ GF 也 分 成 使 格林 定理 成 立 的 儿 部 分 区 域 
“图 2.10)。 由 于 各 部 分 区 域 上 格林 定理 成 立 , 将 种 分 区 域 上 的 方 
HHM. ATF D 的 边界 以 外 的 各 条 划分 区 域 的 边界 上 的 积分 互相 
抵消 ,所 以 格林 定理 对 于 一 般 区 域 成 立 。 


2. 斯 托 殉 斯 (Stokes) 定 理 


j S 是 以 几 条 闭 曲 线 为 边界 的 有 向 曲面 ,矢量 场 & 具有 连续 
的 偏 导 函数 ,于 是 


| a- tds = JI (rota) - nds (2. 68) 
aS s 
成 立 。 设 4 二 Pi 十 @j 十 RE, 则 下 起 成 立 。 


= 52 


| (Pdr +Qdy + Rdz) 
IR AQ aP ƏR 
=|| (35 32] ads + (Sa C | dzdz 


+ [32 — 3E | azas | (2. 69) 


ax dy 
WE: 设 共 有 边界 35 移 任 意 曲 面 是 非 封 闭 的 ,平行 于 zz 轴 的 
直线 (虚线 ) 与 S$ 只 奖 于 一 
“(A 2.11). 8S 在 xy 平 
面 上 的 投影 给 出 区 域 DD,,， 
其 边界 为 9 Da. BZ BH HQ S 
HJ B zk P ju X BE n 5 = 轴 
ASi fB EF coslas) >00, 
dxdy = dD, 
= cos (n ,z)d.S 
先 考察 积分 | Py, 
z)d=x, W 25 # Š E, A|] 
用 这 个 曲面 的 方程 :zx 二 了 
(zy); 积分 号 下 可 以 用 图 2.11 
Fap X EF z, E OR PR 3 Plrz,y,fr,y)]J3R H #@& A z i y. 
IDa EA ARERR 2.S 上 种 点 的 坐标 对 应 ,所 以 沿 95 的 
积分 可 以 用 沿 5 已 ., 的 积分 替换 : 


j| Piz, y z)d= = |. P| £, y] (z, y) dr 


对 于 右边 的 积分 可 以 应 用 格林 定理 式 (2.67)。 这 时 ,P= 
pP[z,y,f(z,y)],Q=0,# (2. Sn PA 35 则 用 3 户 ,, 代 着 。 计 算 


3 时 ,需要 求 已 直 接 对 ， 的 导数 ,以 及 通过 第 三 变量 = 求 对 ， 的 
导数 ,而 z 我 们 已 经 用 /(r.y)EE T , 


aP _ aPLr,y.?) L 2 (=; syz) 2 /0xr,y) 
ay dy ”ae Foy 


由 式 (2. 6571, 有 
| raz -| Plryysf tr,y) dx 


— 
一 一 


— 


l ra P APCE, yY, Jf zr,y) 3 fz , y) 
l. Lay t 7 £ Q y = azas 


由 解析 几何 知 ,曲面 S EA Cry, o RRND RRS, 


(一 1) 成 比例 ; 即 


3f cos(a) 一 一 cos nr) ,dcos (m =) — cosin, y) 
所 以 | raz =|| {- TT dady + 2P 35dzady] 
=Í k=; rdz 一 Pasay) (a) 
按 坐 标 zx,yvz 的 循环 排列 计算 积分 | Qdy 和 | Raz, 
得 | Qay = ||. | Say dr — SZ dydz J (b) 
| Rdz = H3 E Aydz — dzdz| (e) 


,yhy i 三 式 相 加. 妈 得 所 证 的 式 (2.68) 
| ‘Pax + Qd y + Rdz) 


=Í! 24% — s=] dvdz + k 一 Z3) dzdr 


Ay Fa 
aP; 
kd 
Ap Él! [a * fos = i (rota) + nds 


当 曲 面 S 为 一 般 情况 时 , 同 平面 上 的 格林 定理 的 证 明 一 梯 ， 
将 S 分割 后 ,每 个 局 部 写 出 斯 托 克 斯 公式 ,然后 相 加 即 得 总 的 斯 
a 


HEHA 

和 如果 斯 托 克 斯 定理 应 用 于 4 二 P0rz.y)i+@Q(r,y)p,.S # H R. 
zÉ PH BH #Ë AR pgd II, DD A xy PEEKE, n — k É TR 2. , DH 
有 


curlq = E — Z jk 
+ ÉE fa - td$ = Jese -and5 
就 成为 ”Paz + Qa — [Í| 2 t — 7E) dzdy 


PR A A AK xE FE jk ER FE T, Er SE EB ri ERF SR TE ÚC > 


3. ”高 斯 Gauss}) 散 度 定 理 


RH K TE 2 [a] BJ PC pk VV 及 其 边界 的 闭 曲 面 S F, X EZ a 具有 
IE 2 B — Bir ff = p 3 , WI 


H a» ndS 一 川 divadV (2.70) 
A Y 


成 立 。 设 as Pit ERk, W ERER 
|l. (Pdydr + Qdzdz + Rdzdy) 


= fij, 
式 中 ,我 们 规定 负面 3 的 指向 为 区 域 的 外 便 法 线 单 位 矢量 产 的 
A A. 
证 : 先 证 明 
| gardy = || SEazayas 


i V RA z (r y)eSz=z=mc,(r,y),(rz,y)6€ D HRR. D Æ zy YE 
上 的 区 域 ,如 图 2. 12 BF. S... S. 的 方程 分 别 是 raray == 
.CT y), T = 


aP ae _ AR) 
Jz | Toy az 


drd yde c2. 71) 


oo" 


aR 
Mp 2R Azdydz 


ta tI P R 
=|[, J Tade] dedy 


|] LRer, ys zey) T R(=m,y,zi(z,y)) Jdrdy 
EH S, E, E £ E HH £& S $R C , y) RP H TE SR. A yr < Tt 


dr or ar Ar 
Ar ~ ar 


əz ` 3y 
E n — A ,但 在 曲面 S, 上 ,对 应 的 曲线 坐标 (x,y) 的 法 线 单位 天 其 
HF — nn, AA 
f Riz, yz; Tr y)dzdy = J|. Rdrdy 
n S, 


-一 III Riz, yzi, y))drdy = j| Rdxady 
D s 


x || Razray = o 
Sa 
相 加 后 得 
[Í| Seazayaz = IÍ Raza + || Razdy + [| Razdy 
diy dg JJ Si s, s, 


* hG- 


= || Razdy (a) 


AiR V A — A 18 Ba BJ , EF TE E GS 35 3K E g HF BH — FF , A£ 
V A A JU SE r 3 UE BH ,再 相 加 见得 整 区 域 的 证 明 。 


同样 可 以 证 明 ， 
中 .Payaz = | || Sazaya, (b) 
| || Qdedz = Ji Sdzdyd Ke 


ta) tbjtc) 三 式 相 可 ; 即 得 式 (2. 70)。 


Ar E A 


J. Ek É 3E Bb bo 2: S 33k A asat), MAFRA: 
的 每 个 值 , 都 有 一 确定 的 a 与 之 对 应 。 

纯 量 函数 极限 与 连续 性 的 定义 均 可 用 于 矢 藻 数 。 

2. 所 函数 的 导数 


dg 一 lin A 一 lim gG T A — 852 
ds An Af 


REIR TOAD RARS AROR CR SP 560 AREA 
要 注意 的 是 矢 积 没有 互 易 性 , 即 次 序 不 能 随意 调换 。 
矢 径 函 数 对 弧 长 * 的 导数 下 为 一 单位 矢量 。 


dr _ ldr1 
ds 


— 


: = 1 
idy] 
3 “ pR 32 55 Fl A j Sh BL m $S 65 Fi 2 a 39 e. 
4， Wig D nj | 
ag 


jp 20, 28, 38 
grad® = v P 一 i + Jyt + K 


A [a] Sp S Q= araq. PVD a 
梯度 是 方向 导数 的 最 大 值 , 即 最 大 变化 率 。 
. 67+ 


5， 天 量 场 的 散 度 
2a, | Jay | Ja aea 


diva = r. 
iva — 3y T Jy | Jz 


div igradĖ) = WY -WY @ = Y E 


Pu #$ ju 8 £ F 
— L 3 a? 
x A= gx 3, | Ja 
6 RARR 
£ Fi k 
3 3 2 
curia = N > g = Jr Jy Je 
a, dy a 


Pa BE. RX PF. QE BF KEAR A AE E, BI 8k Pt 56 B) e RE 


7. 
(gerad P). A Ht 15 BJ BX PE divo 5 IF E E REAR, < Tt 3 
AJ EE curdo SEF RREZE mAN, 
RAA a ARARA 
ja -dar= [aa =] ta +a Eds 


p ds 
5. Éi w Iñ Jú ds 二 |r; >` r. Tdwdv = 
S ff irr duae 
-|| rr Cr, roy? dady 


矢量 场 a 与 曲面 3S 的 法 线 单位 天 量 场 王 的 内 积 人 "正定 纯 


E ,这 个 纯 量 场 在 $S 上 的 面积 分 
|fe - nds = [fa - (r, X rodady 


8. 


ratri (F, * r) dudy 


HH 18 ii FA 


= 
~ 


a a, a 


2E dy Jz 
=| Ju EET Ju | duda 
azr dy gg 


i 3u ðv wv 
D J xF m T BH DN S 的 zu 平面 上 的 区 域 。 


10. 积分 定理 
(1 平面 上 的 格林 定理 


如 果 在 区 域 与 它 的 边界 ID EPRI ES ES 


| Paz + Qdy) = IRES — SE | ardy 
《2 斯 托 到 斯 定理 


Ja - tds = || eune + na 


í 2 R I 
uk J ‘pan 十 - Qd y -E Rdz) = uka | ay 8a 


+ | 一 9 Sr jdz dz + [2S — ZE] dedy | 
R.E R EAO 8 37 82 38 5235 36 96386 8: 38 089 95k DL. 
(3) 高 斯 散 度 定理 


[fe nas = ff faiveav 


或 rayart - Qdrdr + Rdzdy) 


. n dš ， d 
2.1 E% a= sinit costi + tk. 试 求 : oË, GD z ° C ili) Ë 


* HG 


D 
* 
RTI 


* HÜ ° 


F HI a— =e i+ lni 1j tgk. EK R: = Ü ma e. us, 
tdr| n, |d:a l 

Ctl) | de | tiv | j E 

HH Z%& C RSA b SÉ 3J y = r(s),y = yl rr k d: S #2 JM WH Fë 
C F — =E m in 8 C BE TES W o. i r JE BH 2 C EIES f BJ Ër 
东 , 试 证 明 dr/ds # HH 2 C ZE VZ FZ. BS 1] S iR BL, 

HOR BH £R 2z:— acosmoz,y= asina, z= bt lab. w 是 常 数 ) 上 性 一 点 的 
切线 单位 矢量 . 

d$ 


itab TE u HT R B EK O WE: GERTE a. + .b. 


q: 


d 
GD 47 zax =a X +L x 


asi s SINCE IDR, b= (Z22— 33 jp k. K RK ;z= 1 时 的 5 

d dp 

Caxb). GDE a+b}, avax -ap 
_ da 

试 求 于 | x 2 


设 a.5 是 :的 可 导 函 数 . A goat), 


d 
可 (a = b), Gil- 


it a HH A, H. Aas “互相 垂直 。 
设 a (z) = u i- O UDR DG) = sindi ek 
z 
ERRELEA 


. da _ da 
WHE aq + 让 二 a dz” 


验证 微分 方程 5 十 2 Z sr= o 的 解 有 是 一 e tCcos2t 二 


csini. A P een EARE, 
ip FE reyr d BBS 23k. ry X RE í 55 ES #£ . H HAE HI SP 
p $Z , ist uE 

aF 3 F aF dr JF dy aF dz 


de a +Z W Ta j: T pe 


Jn da 37a 


1 a = coszyi + (3r — 2r’ yj Gr yk EQ 3 : Jr's’ ami 


F: 
L 


po g 


. 15 


. 16 


. 17 


. 185 


Ja Q'a A'a 
可 aaay ayvaz" 


W a= 一 人 ` J i rez k b= 2zi-- sj — r'k iA OR F X1.0.—2) 
点 的 3 (a> b] 。 


Pexp[rwtt— 
r Jr? r G= 


AP P, EAR oc 是 常量 ,i 一 一 1。 


验证 a= 


_1 3°'a 
PETE 


TE R m) = Cu u hit bze j 3k, AOR.: Gy ROY dw, 


Gi | RGDdu. 
E RG = (a — Di (2— DJ Ak, ER: OFRO de. 
d 
G [° Ridt. 
斌 求 |a x ad. | 
a= ti— 3jt k, b=i—2j+ Ik e= 3i +t] k, WR: 
ofa . b xede, GD | ax (pxXedi, 
I I 
证 明和 行星 的 轨道 是 椭 男 .太阳 是 梢 跑 的 一 个 焦点 。 
3 

设 'a(2)= 2i— j+ 2k.a (8) = 4i— 2+3 RR] a 和 de。 
设 Pir, y, z) = 3Sm"y — s z* , ARK EA PP (1, — 2, 1 2 89 NƏ < Pl 
erad®)., 
iZ as 2r i 3yzj Hrer k, Pirr AR EA PA, NO 
at VEG ax VE, 
设 CIB 二 nlr|， Gi) B= 二 ， REVO. 
HEY |r|’. 
I E e — x=" r, 
ARFOG A r —6/ r), 
HEY ÆA T BH TR X>, y.z)—= r. rh c 为 常数 。 

`] F 
£ G0. wEV] £| = VS, 
Hok 曲面 rr? 3xa —4zxz=7 EAG. — t, Z 8 HJ E 2 #É , 
试 求 曲面 rert +y #E t (2, — 1.5)B9-E) F- I 2z # Sy gE Sk y PE , 

"GBI: 


E 


P 


[2 


[2 


Es 


. 35 


. 34 


. 38 


. 35 


. 45 


试 证 < HERE jk 38 C RARA 5] sp BO B 8& E Jr Il S BS NZ d ËJ 
模 与 方 问 。 

r oaa Hayz Hes 在 点 12 一 1 的 梯 诬 ww 中 平行 寺 = BH. 
其 模 为 Gt TOR M H ade 的 值 ， 

试 求 曲 而 ta Z= 9 5 rs yw 一 3 在 点 (2.…1.2) 的 来 
fH. 

设 曲面 az byr = lat 2)z 5 Ary zs ER (1... 1.211 2. 
试 求 常 数 ad 的 信 。 

已 THI 圭一 27 zt. KOK NZ = SU BH div graddby . HHE BRAV + SZ p= 
NQ, 

设 a= 3 + ayt j riyzk 5 — Ba — yr, PK K : fE pA (1.-— 1.1) 
HOY 6 a. (i)a WB € (a) CG) e (VD), 

WE: GOV + Ca—b)= -at ° ‘GOV + Cha y= tv" 
ADV ta). 

试 求 W (lnr)。 

WEY -| 5) = 0. 

RV CE = bp et ND Ve p SY D, 

刘 acrin o0, CRP r= rit yit eker = jr DORR ta, 
R: GOW + (ry GOV [rv DW tri) ]， 
设 a= rsi — br yrit Zya k. WOR E s (l. — 1,10 W > z Ç RD 
curia), 

设 a= 2er i — yrit 3rz=°k, P= r vr, WR TEA (1, —1,1)2F B, 
GI xa, Gieurl (da). COW X CV xa. Giv) ca = curl), (v) 
curl grad (Sa). 

设 Xa = (K. DRWY ° axr), 

REV > Cry), 

IE: W x (YB) = 0, SZ e (Y Xal=0, 

设 a= ysti 3ra” +H 2avek b= 3 def — eyk D= gryr, IAR: G) 
qx (VOY. UD a X VOD, GD CY xa) xb, Gvb + WY Xa., 

证 Foon E.g curlir ira 

BEO - VV=- Ve yX 7Y, 


-y jk 


7 ° O 


t> L 


AQ. 


-BL 


+ 62 


. 日 号 


ik FN X (N sO = Nat CW < ab, 
E (a - b= (b + Oat (a t S)b b CN X a) a x x 
bx. 
i V— ox r, EKR, RIE o=- curly, 
还 证 : GOV X (ax by= (b+ Na bE * a)— (q + V b+ a (SN 
. b). GOW ° (a>XZp)—b = (V Xa)—a * KV XB). 
设 否 (ryysz) 对 于 轴 的 旋转 是 一 纯 量 不 变 基 . 试 证 grad 吕 在 这 种 
fj F E — REDER. 
试 证 在 旋转 变换 下 ， 

， 


oA J = 
= — . “一 一 k — = Í = — 
V 一 了 二 


i a= (322465 )i—l14uzi+ 20r k K R Ma sa (0.0.059 A.l, 
1) 的 积分 | a* dr 所 沿路 径 C 是 : 
(Iy fy = Z= 
(BS MAU. 0G OA K (1,9,0), Bj Ad. LDR AAA., 
l.l}; 
(HOA C000 B) S Cl 10H BS 55 P ZK , 
设 a= (2y + Dit rrj t yz zk, BIRRA | a* dr, 灌 的 路 径 ( 
RRI AWMF: 
(r= 2, yt == z V. =G | z=1; 
(ii 直线 以 点 40:0:03 到 点 0.0,1) 再 到 点 0,1,1?, 最 后 到 点 52， 
1.15; 
Ci 点 C00,0) 到 点 (2;1;1) 连 成 的 直线 。 
MDE F— b. h Ó Er nA tH pE ER PB 22 . H PL SE AE Tr E , bX HE E 
该 场 中 , 力 F 司 的 功 与 两 点 P, (z is35 21), Pa (zs s ya a zr) Ë FE 89) 
MELK; 
GDL | F .dr 与 两 点 联接 的 路 径 无 关 , 证 明 西 数 O t 
E F=N 5. 
Ek zv 平面 的 封闭 曲线 为 一 2eosi yy 一 3sinf 四 一 人 一 3 得 十 (7 一 
2x)7, 试 计算 从 点 + 二 0 到 :一 2x 的 积分 中 下 "ddr, 
(i) 车 下 是 保守 场 , 试 证 curlF 一 YXF=0t 即 无 旋 场 ); 

æ Hgo 
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(2 FN XF=— 0. iE F ERTE. 
W a= ir yt (r+ yy f. 
kuk i 2.64 图 的 路 径 的 
BAr Pe; dr, 

设 D= 2zyz! , F= ryi— zit 
tk 4 C 是 曲线 r=, w 
= ZF, = = £ , i 3: Mr IH; Ei. 
从 £= 0 #| z= 1 AFAR 
$ G| edr GD | Far. 
(IE UE F= Ey cosg T rti Nh 2.54 Ë 

十 【23ysin — 4) + (3zz22 +H 2k E i£ SER I PE; G) R F 55 3k (nh 
EO GIR M 0.1. — DA o/21. DF JBS D, 

计算 ||a "qs; 式 中 一 zi 十 IT7 一 3y zk EM z=0 H x 二 5 第 一 


象限 ?十 二 16 的 圆柱 表面 。 

设 ec 一 (3z 十 yi 一 zj 十 人 一 2 一 下 一 37 十 二, 试 计算 积分 中 (a 
Xb)>X dr, 积分 路 径 是 沿 xv 平面 的 圆周 ,圆心 在 原点 ,半径 为 2， 
反 时 寺 方 向 。 

设 F=yit (a 2er) ryk RERS || C7 XP + nd5。 式 中 


3 


S 是 球面 zz 十 六 十 好 一 时 在 ry 平面 的 上 部 表面 。 
计算 下 列 丙种 情况 下 的 积分 | [a dS Gja=yitIxj— zk, S 是 


第 一 象限 内 2z 十 y 一 6 平面 的 顶部 被 :一 4 平面 所 切 的 表面 ; Gi)a 
z= (st y i rit yek S 是 第 一 象限 内 2rz 十 y 十 3 一 6 平面 的 
表面 。 

证 F 一 4rzi 一 ?7 二 yek, 试 计算 | |E " fd。 S J — Yr z Pk 5 352 IB! , 


HHR g z2= D) ,z>= l; y= 0y = l1:;z==0,z=1. 
证 F— (rty rj trk. E= Ar--3y— 2=, b TF 3: off (N * 


F) 。 ndS, ci)| |Bnds.s 是 Dry, 2z=6 F Bi, HURA z= 0, 
A 


-TR 


-79 


-RÜ 


-86 


P 
计算 | 《10x 27 Jda — 322 ydy. EF BJ ER 4 E. xz1 一 6xy 二 yy。 


计算 | ” (6zy 一 ydz 二 (3 了 一 2zy)dy, 滑 的 路 径 是 押 线 工 一 9- 
sin. y = 1] —cos8, 

试 证 以 曲线 C ë šE pt Bñ 09 BE BUSH t 中 xdy 一 ydx 计算 ， 
it AMN z==acos8,x—Bbsin8 的 面积 。 

试 证 在 单 连通 域 里 当 且 仅 当 处 处 都 有 写 < 一, 则 曲线 C 为 圭 


J 


PH 1⁄2 9. B+ Pyar Ndy= Üa 


` _ wi 二 rj 
证 F = =š 十 42 * 


中 F - dr, 并 解释 计算 结果 。 

设 a= dri 2y j zk Wa rta mA A z==0,z= 3 P P B9 Bü , 52 
证 斯 托 克 斯 定理 ， 

计算 | | * nd. k Ra Fyrri v" t yrk d E A r= arl; 


RV XF,G OTHER W ff # 3⁄4 Hi 23 22 ARA 


y=D.,y=1:;z=0,z=1 32312 3szr 3 tk 3 BB , 
计算 人- nds, 式 中 S 是 封闭 曲面 ， 

w| fce Tp—y say -lj Tip NDS, 
it w f| {vea - [jonas . 

atar | [ÈY bay = fax bas. 


kS E PIE l r Ei A Py A PA sa Nt a ER , LA E 


HOFFE o fg S 的 外 边 , 积 分 | "rds=0;(D 若 原点 o 在 3 


F 


RnR*r 


_ dS 一 4r。 


内 部 ,积分 | 


试 证 和 durx5= | ex)xsds。 
. 
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第 三 章 jE E£ 


931 EBIHARA 


L. 和 矩阵 


任意 域 下 中 mn 个 元 素 的 有 序 短 形 阵列 称 为 一 个 EAE 
PE , 记 作 


Œ]] f 12 +a in 
£f 1 dag ".. CE Tn 

A == CHP. == (3. 1) 
Hml I, Eain 


2 是 矩阵 i 中 第 i1 行 第 ; 206 6 3. Jia: 取 值 1,2,*…,m; 而 指 
标 ; RIE 1,2,… ,rn。 在 以 后 的 运算 中 ij 常常 取信 为 3。 了 一 的 
REP IS Fk. , £ ° #H Pa) BJ 47 21] #z #K 25 Jr F BJ Bip. RA — fT TG 3 BJ 
矩阵 稼 为 行 也 ,只 有 一 列 元 素 的 矩阵 称 为 列 阵 ,分 别 记 为 

D} 


pb | 
| (3.2) 


£ = CA ya S a b = 


Bm J 
当 旦 仅 当 两 个 矩阵 A 与 B 的 行 数 相同 、 列 数 相同 ,而 县 对 应 
行列 中 的 所 有 元 素 都 相等 时 , 商 个 矩阵 定义 汐 相 等 。 
A=B BD a= 5, (3, 3) 
AEM 1 3 BJ kE PE 5 EEE fE O 或 Onas 


= 65 ° 


A (F p 


一， 轩 时 时 


2. 矩阵 与 数 的 乘法 


用 数 o 乘 短 阵 A sü RISE FF A 3 a BJ PA, E X AE A 中 所 有 有 元 
RAPE [ a 后 所 得 出 的 矩阵 。 例 刘 


:1 5; jl 5 i3 151 
3| ， | 一 | |3 = í 
13 — Ri 3 = B, 19 — 214: 
H P ap PE p 3 3k: a ta 2 F p EE Pa ; 
¿121 - A— A (3. 4) 
(230 * A (3. 5) 
CHIat PA= aP (3. 52 
(4 )det(e AAD— adet A (3. 7) 


EC PoP A Æ n Et h EE, “der A" AERE A RITA =V A 8 HJ a Æ 
Tr |: ËJ ff A th iB pp A J: , +T 2) z B9 TB s a DE T ËJ = I. HJ = 3 
B EE A Bf, BIDRAR a. S EAE, 

3. ÆRME 


Pi 4 {TBa . 21] 28 tB E B 3 RE 9] LA FADN o FEF 29 3⁄8 BS EE EE $ 
Fil # E AE É 16 zú; 3 FB Ju ri 48 B 85 JEE 


C= A+B 即 <; = a; L b (3. 834) 
由 定 尽 可 得 下 列 性 质 : 
(1 A+E=HB+A (EEM) — (3.9) 
(2 AHER HO =A BC GEAR) (3.10) 
(3) et AA B)=<=AROA—+ aB (“分配 律 ) (3.11) 
(4) (aj By A=eA+BA “分配 律 ) (3.12) 
还 可 推 得 
A+ A= 2 有 AAA 十 有 4 十 A 二 34，- (3.13) 
引 人 记 法 (一 1)4 一 一 4 可 得 
A+ (— A) = 0, (— mA = tA, — K— A) 一 
— (A+ B)=— A—B, A+ (— B) =< A— B 
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4. 矩阵 的 乘法 


BETIERE A.B, A 的 列 数 等 于 B 的 行 数 ,它们 的 乘积 为 矩阵 
CC, 记 为 AB=C.C 的 元 素 为 

Co — daba; F ab a 
即 两 可 绞 和 矩阵 的 乘积 为 一 算 阵 ,其 第 i 行 第 7 列 的 元 认 为 第 一 年 
阵 第 : 行 诸 元 素 与 第 二 短 阵 第 j IENA +f UN SE >J fH 3 B 38 #R — 
和 。 


例如 | 
| 2) | 18 19 | 一 和 一 7 | 
.3 5/1—16 — 13 (一 26 一 8 
© I8 ji = | 75 al 
i — 16 —13/,3 5 — 55 — 97 
u L , #B RE AIJEE — E En a BJ , RR -A A F 
AB Æ BA 


Hh jE BE 85 EEE HEFIR: 
e(AB5 = QAB = AlB) (HAAD (3.14) 
(A+ BC = AC + BC (分 配 律 ) (3.15) 
CA -+ B) = CACHE (分 配 律 ) (3.16) 
ACBC) = CABIC (Aa (3.17) 

EB C3. 14). (3 1RR , J: 28 58 sk AA A E. 

IEE 4 的 元 素 为 gj 一 1 j=l neen) ERF B BI 
素 为 PCji 一 1 一 1 p), F 3 tE Su Wi £T EE B z (A B) rh I ¿š 
H Ë 5) BU JÚ 3: OA 

alaagb T deba + + + a; 

同 理 5 3B EE Ca ADB. ABD H i ITE & 5#J 9 Tú 3 284 
(Gas j)ba F adoba + v+ + (aa, dOa 
up eb, J) + da tea) + - F Am aa) 

因为 这 三 式 是 相等 的 ; 故 式 (3.14) 成 立 。 
* 55 + : 


设 AB 一 Q, BC = G 
由 矩阵 的 乘法 规则 ,有 
dis = dnb + apb TT ih 
Eu = bicy T poco TT ss H Pit 
LL D CIAC 的 第 上 行 第 上/ 列 的 元 素 为 


Aac + AC + e + Papa = >` Y ee 
L: 
F.A ARGE AORA £ 行 第 ! 列 的 元 率 为 
ung L dagu T on F G. Éa = 22. J jac Ht 


队 加 法 的 次 序 不 同 外 ,两 式 完 全 相等 ， HRC. 17) 成 立 。 

HK (3.173841 , XJ E — E WW PF J 3E PE A. F.C. D RJ 3835 
n D), AS Ë; #£ = (12 AS miM, Br D) S T AS 48 RT b 5 X 26 s. N| Fi 
+ = À ER E ER , qi, HJ F +T £ +" EB E 63 32 381 , S| ü Pd 4° 3 Ë J E 
B ABCD 可 以 写成 

[(AByCJD,LA4eBC)]JD,.A[(BCO)D J, ATB(CD51.CABy(CD) 

对 于 一 船 情况 下 后 阵 先 法 的 结合 律 ( 式 (3.17)), 可 用 数学 归纳 法 
HEER. | 

因为 矩阵 的 如 法 与 莱 法 并 不 是 对 任何 两 个 矩阵 都 能 施行 ,要 
受到 它们 之 间 行 列 数 的 某 些 限制 ,我 们 所 论述 的 加 法 与 乘法 中 ,者 


(E: =E >z b SE BE E: n] HH BJ = u] 3 B , 
F 5 ME BH , ES Jr EE 32 84 89 +y #I| zÇ S£ J E (1659 4735055 8) 368 FU, BI 
det (AB) = der Adet5B5 (3.18) 


方 阵 AEREA 


— £ _ 
A = AAA? = AAA e AF = AAAA 
P z 5 
例 3.1 A=|0 1 a| 时 , 求 4:(p: 正 整数 ) 
:0 O 1 
F: 由 于 


. 69. 


[J oa DÌ <“ D (1 Ja a? | 
1 I allo 1 aj lO l 24 | 
g ; 1! jo () 1; Ü 1 | 
|1 3 一 2b: |! a h) [l _ 34 až} — 2) — 3⁄ 
1 二 .0 i Ja 0 1] a|= ju 1 Je 
lo g 1 lo o | h Ü 1 
HT H 
1 pa a 1 (2 + t TL (£ — 15 ] 十 a 
A = É 1 ER: ' 
U O 0 | 
成 立 . 从 而 
r] opa alte 十 (pp 一 D+ Ë a b 
Art — 160 1 pa 0 1 aj 
6 u Ü ;lo o o 
(] (bp d la ¿tl + 2-+ - T Pp) — A 十 16] 
= | Ü 1 (6 -1 Da 
1 0 F 0 | 


S3.2 方 阵 的 逆 阵 


Tr 


ASEARA 1, mR TRH 2⁄8 39 03 A ERA 2 2 E 
记 必 


Ë Go + Gi 
Ü 1 **. o| 
了 = | (3. 19) 


lo 0 = 1. 
由 矩阵 的 乘法 规则 ,显然 对 于 主人 和 何 方 峰 均 可 衙 
AJ = IA = À (3.20) 
此 等 式 表征 了 人 么 方 阵子 的 基本 性 质 。 型 如 方 阵 
-TD 。 


. Ü) Ü | 

的 短 阵 称 沪 对 前 形 方 阵 ., 民 作 diaglai sdis tyda) a 

从 运算 舰 则 显然 易 得 :两 对 角形 方 阵 之 和 与 积 仍 为 -- 对 第 形 
方 阵 。 
好 果 对 于 方 阵 4 有 这 样 的 方 阵 站 存在 ,使 得 

XA=AX=I 

我 们 说 A PE SF É gy. SK X A A DIESA, 

容易 证 有 明 , 可 道 方 阵 的 道 阵 是 唯一 的 ,所 以 用 A 的 表示 逆 阵 
是 统 -- 的 。 

WE Y tE E ÀA WE, X AAR AY — I, 8 XA Y=, 
E Y= X, W.H AR YA =], E Y—X. 

mñ uE A uT ERCA, B 均 为 可 道 ,a AAH): 


(A 1571 =A (3. 21 > 
(aA) 一 tan TE- (3. 22) 
CAB) 1 = B A (3. 23) 


我 们 只 证 明 式 t3. 23)。 由 于 
(B-1A- CAB) = BOATAIB= BE IB = R B=] 


CARB ATD) = A(BB-YA-' = AIA 1 = AAT = I 
(B-1A-U0AB) = (ABBA!) = I 
H WE T H CAB =R A” 


这 一 性 质 可 以 推广 到 密 个 矩阵 的 情况 , 即 洛 Ais Aatto A; 是 
n PaE. M AAA üJ 9. H. 
(AAA 1 = A A A (3. 24) 
E:n 阶 方 阵 A 的 元 素 a 的 代数 条 子 式 A; R pu. ÉS Jy EE 
. ?1 - 


RK J A 的 尾随 阵 , 记 为 ad jA 

EE x MJ EE A 的 行列 式 不 为 零 时 , 称 A 为 满 秩 方 阵 , 否 则 称 
HERF E. 

定理 ; 方 阵 A 可 道 的 充分 必要 条 件 是 A AEA £ , HH 


¿3. 25) 


IERS: i A aa, MA rE B.P ABSI, WAG 18) 有 
det AB) 一 det Adet E = det! = 1 


AE detA = 0 
反之 , 设 4 为 满 秩 方 阵 , 则 derdo, SI FEFE 
adiA adjA _ 
[4314 = A| det A =i 


(adi 4). = AladjA) = detA} 
因 为 方 阵 AcadjA) 的 第 i 行 第 j 列 元 素 为 
da F asA; + * j A 入 
上 让 行列 式 前 性 质 可 知 , 当 上 天 时 ,此 式 为 零 , 当 ;一 时 ,此 式 等 于 
detA, PTU ACadjA) = (der ADI, AAA 0adiA) A= (det A)I, 
P py. , HI 3 EE BS WE — FE 48 


4 dera CHE T) 


z (3. 25? 络 出 了 用 伴随 阵 求 道 阵 的 一 种 方法 .当然 : 求 道 阵 还 
有 其 他 方 活 ,这 里 不 一 一 叙述 。 
Ë 2 3 
F 3.2 求 方 阵 全 | B J 
1 4 3 


"TH 


解 : ok PE BE EE adj4 


| ` 4 |2 3 | |2 i 
l4 3 43l 13 4 
- ! |1 4 1 3 1 3 
aaj ERA 
1 3: 1 3 l 4 
$ 3 1 2 f 2| 
1 4 ] 4 1 3| 
1 一 了 6 一 1 
| ] O 一 1 
1 — 2 1 ) 
因 为 det å = —2 
" 7/2 — 3 1⁄2 
` .1 adjA _ 
所 以 A = jorA 一 1⁄2 + 1⁄2 
— 1/2 1 — 1⁄2 
S3.3 $ EL EH E 
EMm > n £H EE 
[en dj? Cils 
Cio G >- Clon 
A=” zz 
Cie] mn? 人 mm 


p erbu T IM K K OK KES Ntare 


la. Goy T dun? 
把 aT RAN AETR. 
对 于 任意 商 矩 路 A. FR(T[ J =k nj AE FIRRA: 
æ 73 æ 


ted 十 BEB) = aA + BB! (3. 26 > 
CAE = Bra (3. 2T) 
Feo rB e. 8 AEE Sh Bt. sK C3.2648 A P uE HH. sU YE up BH = 
(3.27. CAB) RI Tr ; Pj 63 Jú 3 S P AS 中 第 7 行 第 7 到 的 
adabu — diab + + d a; D, 
HP as. EA A.B JG 8. 但 此 式 为 B' 中 第 frOG 3 A rH 
第 j #] BJ XJ u pu RAREZA. ILARY 一 B A a 
设 A J — BS Ek Jy EE, AA != F,.,#F 5 m ku MM uj RATOA" 
一 了 ,成 有 
(A = CAT)? (3. 28) 
A = ACH asap BAE A RAR AER A A = AGED 
anm ap) AJE Eg A EK OA A zf Ar 35 E, 
E AA =, R A =A TAR A AEA, A -ITAR BJ TH 
iHi En +y Z| zÑ 2 TEL A 25 , pl) 
dei (AA) = detAdet A” = 1 
cde A)? = l,detA 一 二 1 
uy WL ip 2 B RE fy IK B BE E T lde A=1 WER A H EHLE 2 HE 
+ det A= —1 RJ , £ A AIEE 2 E PR ` 
将 A =A TERS . TT 
(AC = {A)T = A = (A 57! 
Ap I, IE Z 3 EF RS Sr ESE 45 A E E SE EE , 
I ATSA ‘B SRB 
CAB) = BTA! = BAT! = (AB) t 
BJ BL, TF Z ERRI SEE. 


自主 


3 3.4 本 征 什 与 本 征 天 量 


1. 方程 的 本 征 值 与 本 征 失 量 


Ër A WH E PJ n BT H PE. X T A Ej = PË B9 3jE 2@# 2 #t Fr H FR. 
RJ FRE X 
AX= AX  (A—ADX=0 (3.29) 
成 立时 , 称 久 为 A BIA, X KOD XT OF EDE A 59 2.4 < 3 , 
k (3. 29]) 对 于 下 有 非 平 几 解 的 条 件 是 


Ga — À dig err Aja | 
! zL d, — AÀ risa | 
| ml T fin 一 A | 
(3. 30) 


这 个 4 的 x 次 方程 称 为 A 的 本 征 方 程 ; 它 的 nn 个 根 就 是 4 的 本 征 
值 。 


l —:' . 
A33 RERE) | 的 本 征 值 与 本 征 矢量 。 
N | 
A: HE Jr HE 
_— À — 
| è 1 — A 
所 以 本 征 值 A= 0A = 2, 
1 | Fa | 
- o | 
由 于 | Ë l; pS Zin 
1 —; . t) 
| i i |= ?| J | 
E ] ， 2 | | ria 
得 Tl = ith ri = — ¿zr 


可 兄 , 光 于 本 年 入 O WEERA c 1| "对 于 本 征 信 的 本 征 和 


量 为 c| (ec 为 非 零 任意 数 )。 


例 3. 4 H E H A= lan) A ETETE A Ay. A. . ss. A. Bd , DÚ ur: 
CiDdetA= AAt An, GitrA= A HAt LA CG EE A 6535 8563 
> AIRA DE A 的 迹 , 表 为 tr4)。 

SF. SE EE 4 的 本 征 方程 


lai — À (yz ... Ajn | 
Ba — À Aon 
detA — AT) = ! = i 
i 
| a, (Ln an — ÀJ 
Tä, + aa A + + + A ! + (— yi = Ü 


(a) 
H T A.A... A. 2 8 hF (Ë , PS ü 
aa + z, À H s + a,Aw l + (— LA" 
= (À — AICA — A). KA. — À) (b) 
(e Ca rh, À= 0, {8 detA =a Ab R, p A= O fR a, = 
Aart Ans 所 以 
detA = AAt À, f 
ti 在 本 征 方 程 的 行列 式 的 表示 中 , 遇 然 主 对 角 线 元 素 的 乘 
积 是 
(an — AY Getas — AJar fit — À) 
BRR B SB A TT SER AW nol 次 以 上 的 次 数 。 这 是 因为 行列 武 
是 从 各 行 、 各 列 分 别 取 出 -- 元 素 所 作成 的 n DERRER nl 个 的 
W. JHI + X: j Z 5; 3: BJ 38 #R1:1 |. Ti ñ) X$ fB pu S: ETAT 
TRHAT. BkXT OF ATB E RE x 一 2 次 。 
EEFE Cap o A) Cap A) Can — A), CA — ACCA, — ADI (À, — AN rh 
BJ À" 的 系数 ,得 
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tf4 = ay + ag + ee + am = À, + À, 十 … + À, GEE) 
2. HER, IERE Hermite) 48 EB. M 4E F 


将 矩阵 À WATEMA g ER SE EE , 称 为 4 
ñq 3k die M. j fE A, ED | 
A = lap) BR. A = Cap) 

显然 4 RHA W EEC =A), 
CA 一 时 , 称 A 238 RRR ER, EH JEE A= Ca.) A Er AT 
HJ i J aya, 由 于 Qi 二 qi: 所 以 对 角 线 上 的 元 案 都 是 实数 。 实 
x PR Mz PE 25 AR hk PR ZJ K RT HE FE > 
1 i 1—: 
imi 一: 一 1 1 
1 +: 1 z 


TE IR 2 EREA EF ç 


- 


FERE UUI 时 ,U FR B EBE. bY “2 ““ | 是 
(72 v2 
本 矩阵 。 由 定 久 可 知 , 西 抢 阵 的 行列 式 的 笔 对 值 是 1, 实 本 矩阵 与 
IF BR Rj eR, 
满足 A ASAA WARE A, SR 28 E 39.36 BE . 5 $F 2K RE 5B JEE , EN 
矩阵 都 是 正规 算 阵 . 
定理 : 埃 尔 米 特 算 阵 的 本 征 值 是 实数 ,作为 特殊 情况 , 实 对 称 
矩阵 的 本 征 值 是 实数 。 
证 : 设 互 为 埃 尔 米 特 矩 阵 ,4 为 本 征 值 时 , 则 有 使 得 FIX = 
AX.X3 0 É) XEFE, 
X CHX) = KOX) = AX ' X 
同时 HX) =A A) = (XT HOF 
=(HX)TX = (AX) X = À X' X 
因此 AX'X=A XT X, hT KAO 得 下 有 20, 所 以 A 一 1 好 和 是 实 
- * TT à 


数 。 

实 对 称 逢 阵 是 埃 尔 米 特 矩 阵 ,可 以 其 本 证 值 汶 实数。 

定理 : 西 第 阵 的 本 征 舍 的 绝对 值 是 1。 作 为 特殊 情况 , 正 交 十 
阵 揭 本 征 值 的 绝对 盾 是 1. 

证 : 设 UU 是 列 短 阵 ,4 为 其 本 征 值 , 则 有 懒得 UX= AX, X2 0 
的 互 存 在 。 

Xrx =X IX = Y TUX = (UXXUX 
= (ÀX X'AX = ÀAÀ X! X 

KES GAN X=), EE X=Z0.#X'X>- 0,86 LI 1— 1 A= 
[AIE AO IA|== 1, | (证 上 毕 》 
PN 2 E Z SB. Ek de ES SE PE , Br 4 rE 2 #B FE B) E pE (8 065 26 Xy g 1. 


3. j#$EEER DX 8 1E 
设 A A X: ER B PE. dH K (3. 29538 


Ax" — Ara 2 Ca) 
EE yurga XOT AXO = Aha X OTEO {by 
H EH YOTAXO =A YTP (c) 
F. zU (b ) F A 18 X'T aX =A MU {dy 
式 (4) ek, Th (C) 得 ü = (Az; -= Arj 3 yTy (ej 
1 A. E Å BI] xry =g 


AE, wr ARIE EE A 的 两 个 不 同 的 本 征 值 4 上 与 AQ H FREER EE 
具有 性 质 着 车 二 0 ,所 以 这 两 个 列 阵 是 正 交 章 。 一 般 如 归 本 征 
值 是 互 异 的 , 则 

XX — D (r == J) . (3. 31) 
6 PE 35 4 ñ ph AT , uj Ep k AE R Pk X” E ML AFE, B PK IE S Ja — 4b., 
使 得 UTX =l, — BU 3 A= üE 3 Bt YD SU TE , fE dor 


yeryo = 1. G = p (3. 32) 
严格 说 来 . 式 (3.31}) 上 与 式 (3. 32)B5 E y E | X | 35 EE , 48 < # S F x 
下 ,可 将 它们 看 成 纯 量 。 
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BJ IE % !F1 — A K'Y, , Y V E pb. 


z zs Tt) 

r> xr y | 
P 一 

gih ri gpi 

XOT 

可 

w yr 


F =(X'U X j. N) 
A PP =l, B i P KF 3 EE. 
APE —(AX% AX e AX) 
二 CA 
所 以 
ET 
Cyr 
PAP =PAP = x . [AX A XP .. A K) 
| gr 
(Aa 0 - 0 
o Wa 
lo o s AJ 
一 diag(Calyhz， sÀn) (3. 33) 
aJ L P AP ÆU A B) 2 tik IË fE 22 3: E fii 2 R BJ XT 28 Eg , i 25 
diag {Al As srs A) | 
一 般 的 情 帝 是 ;对 于 正规 矩阵 AC ATASA A')y。 存 在 适当 
的 本 矩阵 5 ,可 使 避 LAU AI AIERBE., 这 个 对 第 阵 的 对 条 线 上 的 
TRE A 的 本 征 值 。 反之 ;由 西 短 阵 能 对 角 化 的 矩阵 是 正规 矩阵 ， 
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n BiR pE 4 的 正规 矩阵 的 必要 与 充分 条 件 是 ,能 从 4 的 x 个 特征 
天 上 世 中 取出 正规 正 交 系 。 BA A A EKI SE AB EE , BJ if H rF 2 SE 
阵 将 其 化 为 对 角 阵 《有关 证 明 请 参考 线性 代数 或 矩阵 论 )， 
例 3.5 WHE REH E JE PEPER TA EAI E PEE E MEJ E, 
证 ; 设 4 为 方 阵 ,U HAEE U AU — D R xy AE F a E 
RD D=D D , APU AU=D. RA A=UDUT, TE 
ATA = (U DUDUDU = U DDU 
AA = UDUD D U = UD Dr U" 


Jr. A A = À A” CEHE) 
WE SEE EE 4 HAE yB Eg AE JE 2EJ XJ A E PE B+ , 
A 0 = 0 
À; ` Ü 
AU = U 
0 O À, 
U bD SY 5 S S XXn X, AXX X, k YE ü IE 2Z 
Fa 
AU SAX ,a 
A O + O 
o A; 0 
=O. X... X.) 国有 
0 0 oe A, 
= (MXi AX grt A Xa) 


FAX: =AX; . EU X, F xT T EE A, REMER., 
m 3.5 ju F Ki *8BE4E 23 34 #8 JE %Ë EE 


fi 2 2 
A= jl 一 1 1 
4 — 12 1 


解 ; 先 求 本 征 但 
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1— à 2 2 

1 一 1 — A 1 = — À: + A —. + 1 

4 —12 1 一 4 

一 一 {ÀA — I) + 1) =s 0 
Æ E {E A S= l, A= idm in 
由 计算 易 得 ,对 应 于 为 一 1 ,加 二 i 入 二 一 1? E fE 3 T A 

(3,1, — 1); (4+ 2i, 1+His— 4A), (4 一 2i,1 一 7, 一 4)。 它们 线性 无 关 。 
取 


(— 1 一 4 — 4 
可 得 
[1 0 0 
P'AP = 1o i Q 
k 0 一 上 


H 38403.3384 tur(P-lAP)=A +A+ + +A, 
MO RI fn] 3.4 可 知 trA= A +A +--- +A, 


故 有 tr( P lAPY=t+trA 
再 则 Ir(P C AP) =X -HAEA 
By — A [Bl 
tirtP APY =trP IAPP AP =trP ' AP=trA’ 
HA tA =A HASA (3. 34) 
EBE. Vi 为 正 负 整数 ) 是 A HEA EHEER A., El 
A'X = NX (3. 35) 


证 : 令 m HEYA i AX=AKX, Wil 
ATHY = AA"X = AA"X = WAX = At X 
35 A RIERA, H| A XSA AC lAX=A 44 AX = 
ATX. Și A 5 X=A7X , l 
Ac mt) oA iA XK = A'A "RE 
. 81 - 


LAA IX = X nA lX = X tU X 


d 6 O] 
gaa 7 设 4 一 :一 3 一 5 ORA, 
3 一 6 1] 
解 : 先 求 本 征 值 与 本 征 矢量 
4 — À 6 o |! 
qA — AD =| —š 一 3 一 4 0 | 
— 3 — 6 1 — ål 


| 一 一 ¿(A — I AHA = Ü 
0 成 为 


BT +- Gril = D | 
— S=? _ grin 一 一 ob 
— gr — 6x + 3r = OJ 


它 的 基础 解 是 (一 1,1,1), 即 对 应 于 A= —2 的 本 征 和 撩 量 可 写 为 


! 一 1 ,1 l}. 
HEET MORIRA M T AmA] 的 本 征 矢量 , 写 为 (一 2:1,0)， 


(0,0,1), 
容易 验证 .这 三 个 本 征 矢量 是 线性 无 关 的 。 
—1 一 2 ül 1 . 2 9] 
取 P=) 1 1 ojm p=] 1 0 
| 1 0 1 [一 1 — 1 
区 为 
[一 2 Ü o) 1 一 2 0 0 
P-iAP=| 0 1 o| 所 以 A=P o] P. 
I Ü O 1] Ü 
[—2 0 0 [一 © 0) 
4 一 PP 0 1 | 0 1 o P ' 
LDO o 1 0 0 1; 
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— g ta 
_ P| 1 O| P! 
. 0 ıl 
— 2 0 ol [29 0 0 
A — P 0 1 0 Pili~Plo 1 8|P- 
9 G lj Ü Ó 1 
[一 1 — 2 D12m 0o DO 1 2 Ü 
= 1 l o|o 1 Əjfp— 1 —1 i 
| 1 o lo oil —2 ı 
— 23'™ 一 2 0 1 2 0) 
= gto 1 O 区 一 1 0 
(L 2! ð 1J1l—1 —2 1 


一 2 十 2 —2 42 0 
= piot — 1 2161 — 1 ü 
2 L J 3101 _ g ij 


$3.5 凯 荣 -哈密 顿 定理 


L -te SF dil (Caylev-Hamilton) E H:i A Æ a Br EE, Bi 
AiE A AA 


det(A — AF) = (— IVA + a, ATi + e + a, ,À + a, = 0 
则 有 {£ 一 1a" 十 ajA”! + nm + a,- A + and = Ü c3. 36) 
该 定理 还 可 表述 为 : 方 阵 满 足 它 自 己 的 本 征 方程 。 


证 :伴随 和 矩阵 adi A — AT) 8) 3u RPA À B) B 6 R*EIK 2J n— 1 
次 , 即 最 高 到 和! 项 , 表 为 


adj A — AP) = B,Az-1 + B A + BA" p o 
+ B. _ Í| A + B, _,A + 五 。: 
A IT PUSS RIE HO PEL A (A—ADadjy(A—A7)= det A— AL) 
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(A — ADCR A! p BAE + BAI + oe 
+ Baat + B,_,A + Bpa) 
=I[(— IPA + a AT H o + a,. À + an] 
E L kE $ K DS A À 各 次 各 的 系数 相等 ,得 
— Ë, = <— IYI 
AB, — ËB, = ad 
AB, — B, = ad 


AB, 3 一 B.o = cts Í 
ABe 本 Bn: == åa -3f 
AB. -4 = a, I 
3 L E 38% >= J|. EEF # JL FE Ar 9) 38 pi A“. A 
3⁄F⁄3 38 Jü 48 | 
(— IYA qp a ATI + + + a,. ñ + a, = 0 
#J 3.8 3x3 方 阵 4 的 本 征 方程 可 写成 
0 
A AMatr + FALA? — irA:]— detA = Q 
T E: 20, -e gp, BR y £t 4 满足 它 自己 的 本 征 方程 ,了 于 是 有 
A: — AztrA + FATA) — trA!]— Idet A = 0 


Er A 1 n r 98 #k E, REA ## S WW, A Ha A" 4 = + 
a, i a, = Ü HJ , #8 ja mn 3 - Ber SP M E PE A 
A + a A'I p + + aA + z,Í = Ü 


HII and = — (AT) j a, An p oe Ta, TA 
国 汐 detA — 0. By ËL a, == 0 
过 有 一 二 (4 十 ad 二 一 


根据 送 备 的 定义 ,有 
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A= Jl (Ai Pata as dac) — G3.37) 


i y 


上 式 表明 ,4 可 以 由 数 与 AE DEREZ £: 69 # 3 3 


示 ; 因 此 可 以 用 它 来 求 道 阵 。 

1 一 2 1 

例 3. 9 REMA |? i —1 538 eE. 
1 一 1 1 

解 :因为 A 的 本 征 上 方程 为 
1 一 4 一 2 1 

det(A — A) =| —2 1 一 人 —1 
1 —1 1—A 


=— A + 3° + 34 一 1] 一 0 
- JE sk (3. 375.8 
1 


AT =— yC 4 + 34 + 31) 
= — A: + 3A + 37 
1 — š i 1 — 2 1 1 Ü Ó 
一 一 | 一 此 1 — 1; 十 3 — 2 1 aa 
1 — 1l 1 1 —1 1 0 Ü 1: 
— Ü 5 —4 3 一 局 3 300 
-| 5 — $ 4 | 十 |— 6 3 一 3[| 十 I030 
— 4 4 — 3 3 — 3 3 Ü O 3 
ð —1 —1 
= | — 1 Ü 1 
— 1 1 3 


如 果 知 道 x 阶 方程 A 的 本 征 多 项 式 下 (0 , 3: F BL 28 - B AM 
定理 ,4 的 任意 儿 项 式 的 计算 ,可 归结 到 次 数 为 n 一 1 以 下 的 多 项 
式 的 计算 ， 

设 F(A) 为 A 03 DM OK | FA) 除了 (就 得 到 如 下 的 形式 。 

FA = 人 CUOFOD 二 ROD ,ROUV yy S sc = — 1 
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因 FCA) 一 0, 得 了 CA) 二 R(A)。 因 此 ,计算 F 4) 时 , 兵 要 计算 
RCA BIES., 


Ë 0 2 
三 3.10 已 知 4=|0 一 1 1; 
Ü 1 O 
求 2AE 3A HA HA — ti, 
1— à 0 2 
g. FOQ)=|)| 0 一 1 一 A 1 二 一 CN 一 24 十 13 
0 0 — À 


而 2# 32 + A + 2 — 4 
— (A — 2A p DL 2 — AA + 54 — QA + 14) 
十 24a 一 37A -F 10 


?因为 FiA) =— (A 一 2A + I> = Ü 
Ph VA PA: — 3As 4 At + At — 4 = 244: — 37A + 101 
jl o 2y 1 0 2) {1 0 0 
24'0 —1 1ļ —37|0 -1 1+10l0 1 O 
lo 1 Oj LO | O| 0 0 ' 
24 45 48 | [一 37 $ — 74] 
一 | 0 a8 一 24| 十 | 9 37 一 37| 
lo 一 24 24 J | 0 — 37 O i 
[10 0 0 — 3 48 — 26) 
alo 10 ol=| 0 95 | 
|o o 10] 0 —6l 34 


s 3.6” 极 分 解 定 理 


1. EEEE 
= W . (118 A E n 阶 实 对 称 方 阵 ,如 果 天 4 下 wP F pJ EF X 的 
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所 有 非 零 值 都 是 下 的 , 则 称 A AEE, Bl X2:0 RJ, X* AX 
C2) 如 上 果 对 于 不 全 为 零 的 尾 后 实数 Tis Eas t s Zas — IK MH 


ECZ, Egy y En) = > Ta, mix, = Q 


则 称 此 二 次 型 是 正定 前 ,其 对 点 的 实 对 称 和 矩阵 A= (a,,) FF 2 1E SE 
EE. 

定理 ;n 阶 实 对 称 方 阵 4 J EERDE Es gë Sy 38 Pp k: A 
的 本 征 值 都 是 正 数 。 

证 :必要 性 | 

# A 为 正定 矩阵 ,大 R: LAEB 0 X h 6928 4: EE A X, , BH 
detX,= 1 , EH EE M ñ A 


下 AX > 0 
因 aky Xr AX — KTA — A KT wS — À, 
所 以 À, > 0 


充分 性 “车 由 的 本 征 什 AD0G 一 1.2。…a) ,由 式 (3.33) 可 
NL, fr TE 1É 2 3B PE P , Es 
PTAP = diag(À , Apita A) 
A = P"diag lA sAr, ts A) 
XfAX = XT P"diag tÀ nA tt’ A DPX 
-diag (À s Ay, A D AXT PYP X 
= diag CA s Ags ttt AD ATX 
E X0 ADORA X ' AXZ 0,pr E, A EEEE. {证 毕 ) 


2. ” 极 分 解 定 理 


定理 ;-- 任 意 的 非 奇 异 方 阵 F 可 唯一 地 分 解 为 一 正 交 矩阵 R 
与 一 正定 对 称 矩 阵 忌 或 六 的 乘积 , 即 
二 RU 或 F=VR (3. 38) 
证 ;三 在 性 
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令 C=F'F,32X=F X, E C E: XF FK: EF EA 
XCYXY=xFFxX—XrX 
#X=0, WX Xoo, FRA y'CX>=6,C 是 正定 的 ,其 本 征 信 和 都 是 
E. HEA ARD. E ADO, 8 C 的 正规 化 本 征 矢 量 为 五 ,本 天 
一 CE ,Xe , X). W P RERE. FE 
PCP1 = diag(A s Azsr s AR) 
定义 U = Prdiag (A A... ADP 
Ri XTU X + (PY) diag lA sA, A D PX 
因为 已 是 正定 到 性 , 故 上 和 式 大 于 等 , 即 X UXD, 1 B U EEE 
组 阵 。 | | 
U2 —PTdiag(A, sA ts ADP P diag CA Ars rr ADF. 
= PTdiag(AT,AB ADP = C 
RE U = PTdiag (Ar. A s AP ADO FL. P 25 3F 2 5 Bg , 52 
U KIERRE. 
B€% R—FU `l, if SK (3. 38) 中 第 一 起 的 个 在 ,只 要 证 
EH R Erp., 
RTR = U FFU = Y CUT = VODU 一 了 
所 以 R 确定 是 正 姿 窒 阵 ， 
x gS V—= RURU, MATIE V 是 正定 的 ;并 有 F= V R, 
唯一 性 
假设 存在 另 一 分 解 下 二 Ri1, 其 中 Ri 是 正 交 的 ,而 Ui 是 正定 
BJ. TÆ 
U? = UTU, = (RIF) RIF = FIRIRIF = FTF = C 
H PU:PT — (PU ,PTy(PU,P7T) = diag(32, Ag, ee, A3) 
所 以 PU, PT = diag(+ à, + À, E À) 
L, = PTdiag(+ À, + Ayt E ADP 
XTU X 一 站 Prdiagf 士 À, E Anat’ £ A.) PX 
=€diag(+ Ao + Agste + ADS 
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=+ AE? + X + . + À 
这 些 中 只 有 都 取 正 号 的 那个 是 正定 的 ,因此 U, =U. 
HES R=FU A R= FU SFU SR, 
A S VS RUR AE V RUR =RUR =V, 
i F=RU 及 F=VR 是 叭 一 的 。 GEE) 


本 章 概要 
1. 和 搜 阵 的 基本 运算 


(DEER ERR K P mnt RAMME FEER t 
K 上 的 矩阵 , 记 作 


G 11 Tijg Gin 
A 一 Ca) — Ga dyz Giga 
lan Tmz cr | 
行 阵 a= (aa... rn) 
[pb | 
ba | 
Fi] PE b= |. 
Pr 


C 2) B Eg 55 S BU) 3 TÉ 
dA = aap) 
lA) = Aa‘, a BA) = ¿(amy A 
AP ep HHAH. 
C3) E PE RAT gË 
C= AtB BM c, = a,, t ba 
WEM E 2: 102 Et ` S r #Ë i Z SARARMA. 
《4) 和 矩阵 的 乘法 . 
C= AB Bl cej S aabt T adabu H er F aiba 
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A 的 行 数 与 B EFZG, WERTER., FEEEAODSE3EHS E 
sa A tb 5 y EAR F ,不 满足 交换 律 EB ABABA, 


2. A PE RJ z IPE 
1 0 = D 


(1) Z 4E PE r= E | 
(2 Xd 4# JE HE IPE 
d í) 。 n 1 


diag C 11 1 slinn) = 


() Ü 让 人 

(GJE E XA=AX=I pš PJ. aK X A A BJ BE fE À ' 
=X., + jim n EE ff EB E ERR O E SY ye EB EE , 

DE EE F AER: CA = A; aANT = LA. a0); 
(AB) =B AT , 

设 A 为 满 秩 方 阵 ,A 的 伴随 阵 25 
Ai A, PET A,n 
Aa An — A, 
A; 35 AE A ME a 的 代数 余子 式 , 则 方 阵 A 的 道 阵 


ad) A = 


3. FEA 
矩阵 4 一 (ai), 转 置 矩阵 A == lap). E 4 ABY SBA, 
(CA) = CA 1。 
对 称 和 矩阵 A 一 4 HEH aj¿=a; 
反对 称 和 矩阵 4 一 一 4 BB w= 一 a 
= O = 


iF. 2 3E EF AA =] HJNv ATSA, 38 derA= + 1 时 , 称 
A 为 正规 正 变 和 矩阵 #; 当 dct14 二 一 1 时 , 称 A 2 dË iF REE, 

4. EEES AIER E 

(1) AX =AX sk CA—ADX =0 RRRA A A É 48 hF fi 
X PA TEM À EIERE, 


本 征 方 程 
| a — À 1 i js | 
dal Gys À => ian | | 
dett A — AZ) = = ü 
Cial G Ia r. Cl ar — Á 


的 2 个 根 就 是 4 的 本 征 值 。 

IERE A 的 行 询 式 detA= A Artt A, 

yB EF A 的 迹 trA= A HA +- d- An 

(2) TE Su, k PF, te IRAK RE E , M XE EF 

ESE EE 将 答 阵 A BJ JG FJ RE: E Sp 3 Sk HU B BH TE BR. BJ 
EEEE A. BE A= laphi AS Ga), 

埃 尔 米 特 tHermite}) 和 给 阵 A =A RARE., HT as 
adar TR aam a s HVA IR R 3 tip ME EE GO X fh Pk. ERI Te R MERA. 
F ERIE PF O AR SK RR e H E RE 

酉 矩阵 UU =I pR. sr BJ SB EE U PAA E. 

EHAE ATASA AT 成 立 的 年 阵 A EK IF KO EE, 

J: R 3 FT AE [EF .本 矩阵 都 是 正规 矩阵 。 

埃 永 米 特 短 阵 的 本 征 值 是 实数 , 实 对 称 答 阵 的 本 征 值 当 然 也 
是 实数 。 

酉 和 矩阵 的 本 征 值 的 钨 对 值 是 1, 正 次 矩阵 的 本 征 值 的 绝对 值 
HE 1. ` 

(3) 3 EE RIA AE 

对 于 正规 第 阵 A, fE ES ` BD) Pq SEE U. Af IE U AU A AA 
矩阵 。 那 时 ,对 角 线 上 的 元 素 是 AHAI, 5 Z , i Fš SE BE 54 ft 
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TE. AIIE EE P rE PUL RE F, 
FOA 1 5SE xj PF kE Eg , Wu) F) H IF 2 a E P W$ R 2F JE 3 X 8 3 
Pe, HI 
PAP = PAP = diag (th A, . A.) 
5. ML% - 2 Rü CCayley-Hamilton) E J 
E. Jy EE 4 满足 它 自 己 的 本 征 方 程 。 设 上 2 阶 方 阵 A 的 本 征 


方程 为 
{Co "A 
则 有 (= YA" — mg AT! p oe t anA Had = Ó 
可 以 利用 凯 莱 -哈密 顿 定 理 求 方 阵 的 逆 阵 。 当 detA 0 Ca >= 
MEF, 
AT 一 一 A Pa An? poa qa T) 


A FI ZL 38 - bë A ii E En — X f EEEE 2 sk BS TT R , 

6. #E rE E #H 

正定 短 阵 , 即 满 足 X AXO AnH 3E T£ rE. IE ZE F F£ 
的 本 征 值 都 是 正 数 。 

极 分 解 定 理 

任意 的 一 非 奇 异 方 阵 已 可 唯一 地 分解 为 一 正 朗 掏 阵 玉 与 一 
IF E XJ PR 3 EE U sk V ARR. 


II F <Rj 或 F = VR 
>J 是 
E 2 —3 3) | É a) 
15 6 4 3 i H 
D= Ü 
5i 2 一 31 3 一 2] 4 i | 
3.2 WW A= |5 0 21 B= 4 GIO 3 21. 计 
|l —1 1 2 0 3 1 一 2 3 


3.11 
3. lz 


- 1á 


. 15 


FODAR, GDA C, GD - 2A. 


2 一 1 1 
设 如 一 | L 2| .3R A, 
!1 O 1 
! 一 1 1 (1 2 3 
W A= j3 2 一 1 | 5 |.. HË AB,BA, 
-- 2 1 Ü l: 2 3; 
—1 Q 
f í 1 0 一 ?> 2 —1 1 
设 4 一 | | B= | 1 21.C= B 
一 1 2 1 L1 一 2 1—: 
QO 1 
PLG DAB.GIDCTA, 
D l d l g 一] 3' 
a= | | .s=| | c=] ap) 
2 一 1 一 1 2—i 2 1 一 1 
A BIC, GIDAC GOCA, 
K F FEE X; 
jil 2 3 — 2 Ü 1 
GD |+x=]| J: 
3 —1 2 1 一 2 —1 
3 —1 1 í—2 —1 1 
cia] —3X+| | =°. 
一 了 o 2 3 1 —1 
3 —1 —2 Q 
RER XX+] |=] |. 
z l. ' ]1 2. 


设 AS (Go; ya B= (Du ax = (ru) aw | Í K UE ALBE TLC) SAB 
AC. 

a F M F SER A.R. RI BCA + By: SA HAB +B 成 并 的 条 
"FE. 

设 A= Caras B= (bi). C == Ce) za AE ACBC)= CABC, 
R AA 3J mna BRB i n> p SEE C 3 rx gq B ÉE. fa] peger 应 
满足 让 么 条 件 才 能 进行 下 列 运 算 ? 运算 结果 的 阶 砍 是 老少 ? 6G) 
ABC CDACH. MDACB+CY? 

试 证 方 阵 可 唯一 地 表 为 对 称 矩 阵 与 反对 称 矩 阵 之 和 。 


1 2 一 1 
特有 妃 二 | 3 0 1 BAHRA RSA aE., 
—2 2 3 ` 


` KE wz Br IB EE A= (a, ) A 31] RA 2 H; W: PELER: MGE. oi FB EE p edf t ilh 


w Jz a 


Cn 
bw 
em 
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表示 AA, 

2 w BY Sa BE À B9 Tí S Bb y ana i 时 ,试用 下 
a 中 表示 A A= B y B Se eE. | 

A.B 339 PR3EEEBJ Pt ip AB4 BA Mat ERAR BA OER 
FERE, 

A Ankay E. A SA ERIE R AB 32 XY PR SF EE PU 26 PF, 
A. [ABr BE. E S: SE EE SD HE mA =a has oe d'ao OR UE 
tria —Fy= trr AA- tr, 

A.B 沟 同 阶 方 阵 , 求 证 r ABS tr (5215, 

nE ASSA BASK WA A 25 £ A BE RES SB BE (FU ASA), 

如 果 AR= A. BA= R EATA S AT. TH =ñ i GDA, BY 
MERE: (ni) t A 6 E FEM A= B= I, 


í | 1 37 
试 证 4 一 | 5 2 633 SESEPFCEUD At — 0). 
L—2 =i 一 3 


$ À 3 2 WIPESESE PE, iE AUH AYSA, m 2U IE IE 92 2k, 

WLA = BT AT, 

AA A EGY a D ERE: GA OTSA) P iD EAn 
L ATT, GD CAS = (CA 157 


[ 1 2 3: 
计算 4 一 | 一 1 O "maman. 
3 3 4| 


[ 1 2 一 Ti 
HE FRERE AE EE: OAS ' 
l £ —1 1 


i] 2 Ñ a 

É 3 5 gl 
(H> R= | 。 

h O 2 1 

9 0 O 3 


若 A.R HE Z= Xh BD 3E Ər FR SE BE. PL uE F PE EBE EE pP S Ph By. G) 
A 1 B GDA C5 B h, 

车 :是非 奇异 对 称 和 处 隆 , 且 可 交换, 试 证 GA C B, GODART. 
GDATA 5 W BJ , 


-4l 


. 42 


3. 335 


. 414 


+ 45 


it E Sq HL q (I — AY(I4+ AY—= ü, EBE A B Af t aB F AS 
I). . 

车 À AJ. BSrAtsir.s PB k WIE À 5 BAZAR. 
车 A AFERI: WAA 5 ATA 是 对 称 的 ,tiiy4 十 4 
ATA 5 8 T. 35 Fp SB P£ 。 

车 FI EE Q K Ap OB DE, A E iW ñ T FANER PJ TT P| SE Pk , it bF 
CATH A RRR ARER. 

# AH n St Pri iki B— A 3 ERR., 

若 RE Æ n Bufa. EE A ARAE ER 
称 的 : 

PË TE. 2 m Ft EE A EPR CU SP REDO P F r> a YB EE. SU F 
=P'AP 是 对 称 的 [反对 称 的 )。 

Ë A.B E s pta REA Ak M D— kI AHR 
BJ, Ej B kul S= Ya B . 

WE P *U3E Ay St E EBI .,P U lAP 与 站 的 本 征 多 项 式 相 间 。 
HE n 阶 实 对 称 方 阵 的 本 征 值 都 是 实数 . 


2 1 11 
marsomeem A- | 2 1 | 北 为 对 角 和 矩阵 。 
il 1 2| 
7 一 此 1 
设 4 一 1 一 2 10 —2Z|,P lAP=—=diíag(Ar. A.A 3 A 是 所 的 本 


1 — `? 
iE K EEE P. 
sË U TERRE ñE 8 5 3 BE 2: Bl , 
—2 Q i 
í — L Fa 
G| l. Glo o | 
3 D, 
4 Q —Z2j 
RU F SP EE BJ 3 F T8 5 3 E 3 8k , 


1 2 1 Ë 1 1 
fiy|2 4 2l. (yil 一 1 一 ] 


Energ A # n 4 58 FE EAER pr. Ik E P '' AP = 
diag CA Areta AA A A R EE. 
" 95 La] 


És 
E= 
“入 


| g 


f 2 1 
将 A 二 Il 3 1 

F 2 2} 
W A H 3 BI JEE g uE ; 
det A — AJ) = — A + tr.AA2 — Ir (ad)A 4 + detA 
设 4={ | ,计算 
3 1: 

(At — 3⁄4° — 4.32 + 224 — BI! 

试 证 ;4 ARRIER E À 5 3 hE48 WJ A ti P A hF Ë , 
BEDE: A 2 3 Br ETH, H detd=l A. AREE K.EN 
#t— 1 是 本 征 值 . 刚 它 是 本 征 方 程 的 重 根 . 
试 证 方 阵 A F|BE — HE 38 p A= B- C (B.C NRE, 再 
wal 。 ,| 表 成 A= B-+iC 的 形式 。 
对 于 = Bris PE ÀA U BITH z SET BE x. PK RFP E. rA = Ar 的 
数 4 不 外 是 AAWA ARE x AARAA; Tu WS FE 
Axr= Ax H x HUH 0 É FE JE. HHV UQ AÉ F 2: BE , B BJ E: + 2#= ñE >< 
E., 
试 证 :矩阵 A ARER, ARAA o E ARAME 
E ornu aAa EAE 
试 证 ;4 为 非 奇 异 阵 时 ,4 的 本 征 矢 量 是 4 HEERE, AT! 
的 李 征 值 是 什么 ? 
证 明 与 六 的 亦 征 什 中 机 蜡 的 本 征 庆 所 对 应 的 本 征 和 天 量 是 线性 元 
RH. 
Ek a Er 3BE FEE ARARO n AEEA, EA aB PA, N A 
HEERE B. #3 2 +E Z: E: , 


Tt 23 21 fh 3E EF , 


Ë 
RER N 是 正 次 矩阵 的 条 件 。 
r 


i 


Hi > Ë B |. = | 作出 正规 正 交 系 。 


1 
1 3 
l 


2 | 都 正 交 .上 间 次 小 为 工 的 天 量 。 


RIRE x, = | i tg —— 
—1 


i 


. 6C 


-61l 


. b4 


| i] 2 

Ë pK E r = | —1 | ,x; — 1 

W —1 
g 3 1 

TEMA i Asih 1 0| E 3 X 33 yB PE, 
1 0 O 


l 一 
¿ppp La L IMNER | 成 为 对 角 短 隆 。 


1 2 
E 4=| ， | 上 ,计算 4"(n 是 正 整数 )， 


A 1 01" 
A 1” 
计算 ,Gy| | iii0 a ıl. 
LO A, 
0 0 À 
1 1 2 
设 4= |3 1 ARRASATERA A, RAIES 
2 3 1 


EER. K ATA °. 


都 正 交 , 且 太 小 为 1 的 矢量 。 
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J EE S AE tË Z< uj (Ja Hc Fih J JE 32 95 T Mh R hb A S EF y 
择 的 坐标 系 。 张 其 分 析 的 主要 目的 正 是 给 人 们 提供 一 种 数学 工具 ， 
它 可 以 注 正 一 雪 牺 理学 定律 的 重要 特性 , 即 它 与 坐标 系 的 选择 无 
关 。 如 果 同 一 些 特 风 和 的 坐标 系 , 例 如 直角 坐标 系 . 柱 面 坐 标 系 或 奸 
面 艇 标 系 等 , 窟 出 的 牺 理 方程 ,其 形式 都 和 不 一 样 ,这 样 不 但 请 算 几 
烧 , 而 且 容 易 混 淆 牧 理 问题 的 本 质 ,。 但 是 如 果 采 用 张 量 表达 形式 、 
则 这 些 方 程 不 论 在 什么 泽 标 系 中 都 具有 相同 的 形式 .因此 , 当 人 人 和 们 
用 张 基 分 析 夷 讨论 问题 时 , 兵 要 证 明 列 未 的 方程 在 一 个 造 定 的 举 
标 系 里 是 正确 的 , 则 它 在 所 有 的 坐标 系 里 也 都 是 正确 的 ,也 就 是 说 
无 须 再 在 每 个 尝 标 系 里 去 验证 .对 于 同样 的 一 个 物理 尝 间 题 , 用 张 
量 形式 写 出 的 方程 与 用 其 他 数学 形式 写 出 的 方程 相 比 ,不 仅 本 质 
上 具有 侠 沉 性 ,而 且 由 于 符号 的 对 称 与 简洁 ,使 得 方程 精练 而 完 
X., 
3 BL 34 22 Wë T És EW Gauss), ¥ S (Riemann)# m, Ë FH fE 3 
(Chrisrofie PaE MA UTE 张 量 分 析 及 演算 或 绝对 微分 
F, Z: Hi + E, 8 (Ricci) 和 他 的 学 生 勒 维 -四 维 塔 tLevi-Civita) 的 共 
辣 研究 成 果 而 形成 数学 的 _ 一 个 分 支 。 自 从 爱 因 斯 坦 5CEinstein) 在 
1915 年 发 表 了 关于 广义 相对 论 的 著名 论文 以 后 , 张 量 耸 术 引 起 了 
物理 学 家 的 关注 . 近 20 年 来 ,许多 力学 问题 的 研究 工作 中 : 张 量 分 
析 忆 起 着 重要 的 必用。 现在 ,如 果 物 理学 工作 者 ,力学 工作 者 对 张 
量 分 析 没 有 一 定 和 可 度 的 通 嵌 ,将 会 严重 地 影响 研究 工作 的 座 入 和 和 
癌 前 发 展 。 


= Oa 


kk l P 


`— A 


3 4.2 N 维 空间 与 坐标 变换 


1. N #Ë == [aj 


在 三 维 空 间 里 :一 个 点 由 三 个 变量 5 例如 r. y.z p. oz sk y, 
5 等) 所 确定 。 这 组 变量 称 为 点 的 上 坐标 。 或 者 说 三 个 变 基 x' x、 
+ 的 集合 称 为 一 点 ,这 些 点 则 形成 一 个 三 锥 空间 ， 

N 个 变量 zl ,x ,…* ,zr ”的 集合 也 称 为 -成 (在 以 下 的 章节 里 ,上 标 
1.2,'"" 4 s 只 作 标 导 使 用 ,没有 任何 习 短 指数 的 意 久 ;为 了 区 别 , > 
的 平方 用 tix) 表示 .》。 所 有 各 点 形成 一 N 维 空间 ,用 VV. 表示 。 

定 兴 : 闪 维 空间 里 的 曲线 为 满足 下 列 六 个 方程 的 点 的 轨迹 : 


x = r hu) ( = l], 2, N) (4.1) 
mÓ rh. ESA, m r Pe u B N 4 W E — E yE 2 2 f BJ PR S A M 
H 35 fE E Pi To B5 £$ r SP 3 SA 55 Y , 


定义 ;NN 维 空 间 的 子 空间 Vu MAN) HRE FI N 个 方程 
HARR: 
和 一 人 一 1.2 N) (4. 2) 
式 中 有 M FS ulsa, r Gel patya E uyu a | 
的 N + W8 E — xE E S 2: FF BJ Pq 9k, P A 一 NN 一 1, 则 子 空间 称 为 起 
曲面 。 


2. 坐标 变换 


EF (>! sr ,zz 是 一 个 点 在 两 个 不 同 的 举 
标 系 中 的 坐标 。 并 设 两 组 坐标 之 间 存 在 着 N 个 独立 的 关系 式 : 


r! -一 =l x! pT, E) 
"a 一 一 = (> K ,了 本” ” 
y" — = (zl pr” ea. w ) 
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简写 为 . 


x° = (Cr! ME EEEE y (& = J], Zyre dN) (4. 3) 


AP r BE x° AAEREN. 六 个 天 函数 无 闫 的 必要 与 充 


Arl är! Ar ! 


| 
Ar! ar? a 

二 | 3: Az dr’ 

J = del| S| = | r Ar’ dr” = Ü 

Gri | | 
| — _ | 
J>" ar” Ar” 
3r? Jr? Jr” 

fE pk T 38 FHA 3) UJ 8 B 
mt = rtir! r,e, z") (ë = 1,2,1, AN (4. 4) 


ELA. 3), sË (4. 4238 A —— = 5 i a 5 — 4 5 F 3 BJ 3⁄ 38 E 
F., sk (4.4 t yK (4. AIIE — B) r 3 H, 


3 4.3 指标 与 排列 符号 


1. 指标 与 求 和 约定 


引入 以 下 两 项 约定 ， 

127 除了 和 作 特 萄 的 说 明 外 ,用 作 上 标 或 下 标的 拉 了 字母 指标 ， 
都 将 取 以 1 到 六 的 值 。 

C2} 阁 一 项 中 有 一 个 指标 重复 , 则 意味 着 要 对 这 个 指标 庆历 范 
Pp] lafat iN 求 和 。 这 就 是 爱 因 斯 坦 求 和 约定 。 

根据 雇工 的 约定 ， | 

a zl + aset" p e az" = Yla,z' 
BM) HJ 78 € A ar a Ba LR Tu BJ 48 TF EF 28 E 38 Ay. — “PF IWF fB *g u! bA FH 
EE Inf E ñb ME J8 $ 1Ë 9 AG ar =a z, fE z ER E #tr z h. — z z 
= JOO» 


保证 任何 式 子 里 不 许 出 现 丙 次 以 上 的 指标 ,否则 这 样式 子 的 意义 


就 不 明确 了 ， 


式 (4. 3). (4. Ath BJ JE $R £. U BJ k (Ë E |. LA N ,但 没有 求 


和 的 意义 , 称 为 自由 指标 。 
P| RH , Pq SE RE AB= C.C 的 元 素 


PF 
Ci; = dap + deta; 十- 十 Cr = > anb; 
k=] 


应 用 求 和 约定 ,等 式 右边 可 简写 为 dabo 


= *E EE +H 3 ABC 后 第 1 行 第 ¿ 3) PJ Jú 3 JEAN i ACh a 


LRA. 3) 的 微分 是 


ax: 


dr: = >` a F (i = 1.2... 


#= 1 


应 用 求 和 约定 , 则 可 写成 dr = ida, 


2. EF AR Kronecker 符号 


EX AF D = ó = 
<. [bD 者 i 一 J 
B Ë ¿í = j 
WRAAE F SB AF A 53554 E tB BÍ S Pi. djo 
由 定义 显然 有 S.A. A... SLA = A: 
Syla = As jAy = A,, 


在 三 维 空 间 里 他 = 他 11 十 Gham + (as = 3 
Q R) FE E AE Pñ. sz $B E£ , BI 
Õu Ó): 他 1。 1 O 
(8 ) _ z1 Öss Ĝan 加 时 Ü ] 
|n Öns C as Ü Ü 


aN) 


C4. 5) 
《4. 6) 
(4.7) 
E 
0 
一 .了 
1 
(4. 8) 


Ji Fp s ATIE E BJ S r K ŠK er e. ..es, S e; * p; = Qi s 
W Ju BJ F q (dí. = (d+ + idrat + ee = (dx, 
HB] E Lj cds)” = å dadr; 


3. HESI S5 Permutation symbols) 


定 半 ”排列 符号 (又 称 交错 符号 ) 是 
f r J | A WIB HEF 
1 一 1 žaj, DaT HES (4. 9) 
LO 其 他 情况 

关于 站 ji 网 排列 这 星 作 一 说 明 ,如果 将 1.2.3 中 任意 一 对 
TAERE. HAKER, AAMAR ARER. 如 123- 
132—3127 ME- KEH., IE% JEN fN A j h RK 
T fap HE21 ERA HES. HA 123,231,312 为 偶 排 列 。 显 然 ， 
A +E Z| ili] REM F pK m Ph AR 132,321:213。 或 者 说 ,个 排 列 是 指 
H :7 排列 在 俩 抽 十 7 的 置换 按 道 时 针 方 射 转动 ? 坷 排列 
则 是 接 顺 时 针 方 向 转 惑 .其 他 排列 是 指 六 关上 中 出 现 重 复 ,如 121, 
222 等 等 。 | 

由 定义 可 憩 , 志 ;具有 如 下 的 对 称 性 

Et 二 (4. 10) 

f Pa tT PT AI FE E 2 C JE nI i EH 3> 3 358 EE A HTI 

列 式 可 表示 为 


C, = 


derá = 全 Ea C asa wd (4.11) 
在 右手 正 变 堂 标 系 里 ， 
€ X 
故 有 g, X E, = € ¿a e, (4. 12) 


E de b=—5e;, W 
a >x b= Cae) X (06 e) = ab (e, X e) = ab C at 
A a x b =É tbe (A. 13) 
- 102 。 | 


#£ y ük BH a + b = a,b; (4.14) 
AF AWH — J #E 21] £F Z [B] ñEJ — T s =: 3 Z E: 
和 和 一 (4.15) 


$4.4 P 2 2: El 5 Hk 2fE S Et 


L 矢量 的 两 组 分 量 | 
H < H BS E $T VU 3 JE 25 WJ , GLRA Bt a fg IB S r RH 32 fii 1 


9 的 1-2 54 S th y WwOB SOCIE SE B E A. BEI 4.1 Bç 
zS. Z 1.2 MÆRE N g ..m. al .a Aa W 1.2 坐标 轴 的 
分 量 ， 


"L 


e! 
7 
1 “cos 


4.1 
由 GA = OBR + OC 
Wi a = a'g, + ag, = a'g; (4.15) 


式 中 , 带 上 标的 分 量 aa RARE a NATE. 
过 原点 O FERR 1'-2' ,使 轴 1 垂直 于 轴 2, 轴 2 垂直 于 轴 
* 103 。 


1. RE a fE 1.2 轴 的 投影 分 别 为 AD, AE, WERK AD, AE, AiR 
Hh lg a 于 BC 。 
于 是 OA = OB: + OC 
设 g、8 分别 为 1'、2' 办 的 基 拓 量 (: 注 意 ; 不 是 单位 矢量 。 因 为 车 
eb AÉ R BL , B| g'. g: 的 绝对 什 为 17cos8, 见 图 44.17,a1.as 分 
FARE a WY 1' .2' ahg 2y 58 , BI 
a 一 ag + a, g 一 a, g (4.17) 
式 中 , 带 下 标的 分 其 a, .a; #F 22 22 Ë: a BJ $ 2 E, ARTA F 
ig l A ADEA E a, 并 不 就 是 分 矢量 a 27 【不 求 和 ) 的 大小。 
上 并 述 的 三 维 空 间 的 概念 ,不 难 推 广 到 三 维 以 及 包 维 的 情 
BU. 
BEPA a5 b. 3 a 分 解 成 道 变 分 量 ,b Sy SEE PN. bD E 
E, El 
a = ag. b = big 
AR. EE (TNS E. Fg - g == S. WJ = 
a + b = a'g * agi = a hg t g: = abjd = a'h; 
ERRI., sn — T X E 3 FH 25 E RE. MATRE EAEE 
量 , WI ZE pA 8 SO SS $p 38 th , ES + 2 PE wa RA Z: rk tB aj ru (1. 18) — 
HAE, 


2 šE SE 2 Sa 


ik = 5 TP. 35 的 ERA Ja KI PS t"! Er A SE $F Z E ERA pi Ea 


g. = Mag: C4. 18) 
g: = Mugi C4. 19) 
Maat g; = M a Mgt, g; = M, Mri;e, 
因为 两 组 基 矢 量 都 具有 线性 独立 和 性 ,所 以 | 
M M, = S MaMe = ó (4. 20) 


* 194 ° 


由 式 (4. 16589 38 =al g —a'g; 

RAA 19) 代 人 上 式 得 “a Mie = a:e, 

所 以 有 a = M,a (4. Zla) 

或 写成 A: = ar" E ar == M; (4. 2163 

EMEA RAL R SB JSC CA. 21) HE A 简称 

HEEE. | 
kisi NRE AmI H NANA 


EA P 32 yya A = A — At 
dr Ar dT“ 
因此 ,方程 组 (4. 21949 E 
A* = TA CA. 22) 


例如 ,zx’ 的 全 微分 是 一 逆 变 矢量 ,因为 


— 3 
dri = apdr (4. 23) 


BI 3k 4-3 zz ¿ç Bt ZE fF. fJ 3 fb 2 PR Z E: 50 2 Et 2 E BE 4 2 PR Z EB N 
全 微分 d7'。 可 以 看 出 ,dz E dri 的 线性 齐 次 式 , 并 有 目 册 是 
M| 一 和 S| 的 代数 齐 次 式 。 


MEFE AREE rier Era 22) T E. Sg y 
ËL A h FAAEE: 
— H g a 
f . Ar” Ar’ Ar” ax 
这 个 方程 同 54.21) 式 的 形式 一 样 。 
例 4. 1 试 证 着 变 矢量 的 变换 形成 一 赂 。 
HE, 人 
— 2 


A: A* (4. 24) 


— TA zh (4. 27)), H 


变换 他 


. TO * 


一 ,HT 一 一 - ， 
Agr? rh 


Hiari a | 
二 人 由 式 (4. 24) 知 道 , 可 以 写 测 变换 村 ,一 


372 i oa 
M.A = Fr E a Man Mra PA pa BO ET m SR 5 RK PF 303 , h, Ea Mno) 
= (M Mo 4, , EI 56 2 WS BL A #Ë , BJ AL zü 2 4 50) E 6 JE FË —- 
RF. 

令 后 他 f T xml BB #F AA E ER E 3 n 388 a Py iD 1B E F. r 
本 身 是 例外 ,只 有 对 形式 为 天 一 Ar 的 线性 变换 ,坐标 x' 才 表现 
HEFTE., 

3. HAERE 

贞 式 (4. 17A a— 2 g 
HJsX (4.195) )88 8 p E K P A 3, 

a. Mge = a,g' ' £ = dd = a, 

困 z g: = a; ATE a; = Myd 


AAA (4. 20 8] i M. a = M.,M,;a; 

于 是 有 a, = Mijs (41. 254} 
rar pr -元 Ar o 

或 写成 A, = Fr {4. 25b) 


它们 是 一 和 失 量 的 堵 变 分 量 。 服 从 式 (4.25) 变 接 律 的 任 一 量 A. 简称 
EEES 
HRU DRAT AR R A N 求 和 ,得 


二 =y Jri dri AT | 
a = a g e = PA, = BA, = A, 
Ari — | 
EN i Nn == Ei (A. 265) 
ap gP ar’ 
例如 , 纯 量 更 的 梯度 grad 中 是 协 变 矢量 .因为 s= a a= ft 


合式 (4. 253 a Pb, 
- 106 。 


除 特 别 说 明 外 ,单个 下 标 总 表示 协 变 标记 .为 了 同 这 个 约 乍 相 
一 致 :可 把 协 变 矢量 Da 里 的 指标 i 当 作 下 标 。 
现在 证 有 明 ,; 如 业 限 于 如 下 类 型 的 变换 : 
= = Mint” tE (4.27) . 
AP 5 3 N TER, PK Eh MK HK A --- SE JE: Fš, 3 E R a BJ 3 Et , ID 
Mt... HE F 51 2 3 BJ t BL COE EERE): 
M hi. = Ör 
则 道 变 舌 量 与 协 变 矢量 无 区 别 。 
JE G. 27 38 U MM, 并 对 指标 i 裔 历 1 到 六 求 和 和 ,得 
x=, = M, — Mp 


dr ari “ 
因此 oT P 


这 说 有 明 式 (4. 21) 与 式 (4. 2p AFE X A =. [B] 3 30) R., 
4. 矢量 的 解析 定义 


由 三 个 分 量 所 确定 的 物理 量 或 几何 晤 , 当 举 标 变 换 时 ,这 些 分 
量 按 照 式 (4. 21}) 和 式 (4. 22) 或 式 (4. 25) 和 式 (4. 26) 变 撞 律 而 变 
换 , 这 个 物理 量 或 几何 量 称 为 矢量 。 这 就 是 矢量 的 解析 定 祥 。 

矢量 在 某 一 特殊 坐标 系 中 如 被 确定 ; 则 矢量 在 任 一 坐标 系 中 
都 可 求 得 。 | 

矢量 分 量 的 变换 公式 对 汗 兴 量 分 量 是 线性 的 ,又 是 章 次 的, 因 
此 ,特别 是 在 某 一 坐标 系 中 等 于 零 的 矢量 , 它 在 一 切 堂 标 系 中 都 等 
TFE, 

最 后 措 出 ;坐标 变换 公式 是 从 矢量 的 分 解 式 (4.16). 式 td. 172 
中 推导 出 来 的 .所 以 和 失 量 分 量 的 变换 律 是 矢量 如 法 运算 的 推论 .内 
此 ,矢量 的 几何 定义 5 矢量 是 可 用 有 向 直线 线段 表示 且 符 合 平行 四 
边 形 可 法 的 量 ) 与 矢量 的 解析 定义 是 等 价 的 。 


= O7 * 


$4.5 不 变量 


设 和 再 是 六 个 坐标 过 的 函数 ,如 果 对 于 坐标 变换 有 b — @ , sÉ 
rh DE O #E SK SE PF 38 r 时 的 值 , 则 称号 为 不 变量 或 纯 量 。 
便 如 ,wr 与 u, 分 别 为 逆 变 矢量 与 协 变 矢量 ,两 个 矢量 z. 的 
内 £ (Sk ER uu, 是 一 个 绝对 不 变量 。 因 为 
u U = aru ar = u U = utu 
3” ar 
H — 1 Av SF TE 2: 
Qi = i + ei + - + Š = N 


$4.6 二 阶 张 量 


1. H5 N TAR A”, R TRH 

ya E E 

AT = art ar 

则 称 A Api 3 O AJ phat. 任何 N°: 4 SR 2 E e u PU A +E 

-Kutka PJ Oy BL. PT 1 2 (4. 2835 S Y EZ sk A £F Jal H Hh se 
mA r 的 分 量 ，。 


2. RA N 个 函数 4, 其 华 标 变换 律 为 


A“ C 4. 28) 


A = — —— gd. 29) 
Jri ar 
则 称 AH — Br E 3 3K 3 BU 2 hk , 
3. RA N 个 函数 A, Pt sin de 36% Ë 25 
A: = ar! — A: (4. 302 


= ]ÜË >» 


则 称 Ai 3 — Br i. SK S PJ y E , 
注意 , 3: ZS 9 E tJ E AR hw: fE A SK TK B°) _E 5 , If 2 2 Ph SÉ BS TE TF 
就 应 和 作为 张 量 的 下 标 , 混合 张 量 A; 对 于 指标 i 是 像 逆 变 和 拓 量 一 样 
作 坐 标 变换 的 , 丽 对 于 指标 1 又 应 像 协 变 矢 量 一 样 进行 坐标 变换 ， 
因此 将 :写作 上 标 , 而 将 7 写作 下 标 ， 
例 4.2 设 一 协 变 张 量 在 稍 卡 尔 直 和 角 坐标 系 中 的 分 晤 为 xy, 
2y 一 z*,xz。 试 求 它 在 球面 坐标 系 中 的 协 变 分 量 。 
解 : 设 A, 内 示 张 重 在 箔 卡尔 直角 坐标 系 =! — z, =° == y, x° 
== 中 的 苏 变 分 量 : 则 
A, = ry = p t , A, = 2y — z’ = ĝar’ — Ca) , A; = glr’ 
令 A, 表示 张 量 在 球面 坐标 系 zl 一 rz 一 有 zs 一 史 中 的 协 变 分 
量 , 申 于 协 变 张 量 的 变 搞 律 是 | 


A, 一 TA; | (a) 
m AHAAA E 
r! = g'sinz'cosr' 
z? = r'sinrtsinr’ 
r? = T'cos x° 
BX HH 2 ta 2 Ph. = 38 zÀ Ca > Hia 
— Ar? 
A, = A A, + Si 4, 十 TA 
= {sinr cosg) Erir) + Cinrisinri Ndr: — (r^) 


+ cosx’) (rlr?) 
= (sinfcosp) (r*sin fsingosp) 
+ (sin@sing@)(2rsin0sing@ 一 r*cos°8#) 
十 《一 6 ) ee 
A, 一 


= 
= (cos cos (2 nt cosg) 


* 109 = 


+ treosdsing) (2rsindsing 一 cos? 
+ (> rsin2)<r°sin@cos@cosg@) 


一- ar! arf Ar 
Mt tt i 


= (— rsinfsing (r sin sinp cosp) 
+ C(rsinácose)(2=rsin0sine@ — ricos’) 


+ (0 (r "sin@cosgcosg) 


例 4.3 PSA uE za? Pq a FF r 人 AL — t TE r sk Et _ 
证 ; H t (4. 308 


ar Jr Jr' Jr* Ari f 
= 5, p = i i = .个 


Ərt ari Ax! 2 
可 见 3 ECOMARE. 


Sal 


“证 毕 ) 


$4.7 融 阶 张 量 


1. APEKS 


一 般 把 阶 数 高 于 四 阶 的 张 量 称 为 高 阶 张 量 。 当 上 坐标 也 x 变换 


AP r i 1 AT'r grh dr'a Ë k." ñ 
; f co Ë =.. p — "** —— peant, f T. [ (3. 31? 
7 Ae” drr Ar Ar": 127 tg 


ERI. R F g F 98 DU] JE Hb 288 B) EAER EER 28) 与 
C. 2958 — T šE £ , 


2. WERKA | 
对 称 张 量 : 二 阶 张 量 的 两 个 赣 变 指标 或 两 feti © tF tr HE E H. 


换 且 不 改变 原 张 其 , 称 这 个 张 量 为 对 称 张 章 。 高 阶 混 合 张 其 的 两 个 
` 110 ° 


道 变 指 标 或 两 个 协 变 指 标 互 换 目 不 改变 原 张 量 称 这 个 张 量 对 于 这 
对 指标 是 对 称 的 ,例如 ,车 4 一 Az... M ALa 对 于 指标 世 ) 是 对 
称 的 。 | 

现在 证 明 , 设 在 某 个 坐标 系 里 ,一 张 量 对 于 两 个 指标 是 对 称 
的 , 则 在 任何 其 他 至 标 系 里 ,该 张 量 对 于 这 对 指标 仍 保 持 对 称 。 

现 对 逆 变 张 量 A5 一 A* 进 行 证 明 ,这 样 证 明 无 损 于 普遍 性 。 由 
式 (4. 28) 有 


Oo ar ri A 
A = TAY Oo A = A (4. 32) 


这 正 是 要 证 明 的 。 
如 果 两 个 指标 中 的 一 个 表示 道 变 , 而 另 一 个 表示 协 变 , 则 对 于 
此 商 指 标 , 一 般 不 定义 对 称 性 ,但 克 罗 内 克 符 号 是 对 于 它 的 两 个 指 
标 (一 个 上 标 与 一 个 下 标 ) 具 有 对 称 性 的 混合 张 量 , 即 ór — :. 
借助 于 对 称 矩 阵 的 概念 可 知 ,在 N 维 空间 里 ,二 阶 对 称 张 基 
至 多 有 方 NCN 十 1) 个 不 同 的 分 量 。 


3. 反 ( 斜 ) 对 称 张 遇 


二 阶 张 量 的 两 个 道 变 指标 或 两 个 协 变 指标 互 换 后 , 张 量 分 苦 
的 天 小 都 不 变 , 正 旬 导 都 生 变 了 , 称 这 个 张 其 为 反对 称 张 量 或 斜 对 
FEH .高 阶 混合 张 量 互 换 两 个 逆 变 指标 或 两 个 协 变 指标 后 , 张 量 
分 量 的 大 小 都 不 变 ,而 正 负 号 都 互 变 了 , 则 称 这 个 张 量 对 于 这 对 指 
入 是 反对 称 的 或 射 对 称 的 。 可 用 类 似 于 式 (4. 32) 的 方法 证 明 反 对 
称 性 质 也 不 依赖 于 坐标 系 的 选择 。 

如 果 两 个 指标 中 的 一 个 表示 逆 变 ,而 另 一 个 表示 协 变 , 则 像 对 
称 性 一 样 ,也 不 能 对 这 样 的 两 个 指标 定义 其 反对 称 性 。 

在 N 维 空 间 里 ,二 阶 反 对 称 张 量 49 至 多 及 NCN 一 1 个 不 
同 的 算术 分 量 , 因 为 所 有 的 A*( 不 求 和 ) 都 是 零 ， 

MÈU. 31) 可 得 到 一 个 重要 推论 :如 果 在 基 个 坐标 系 里 , 张 量 
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的 所 有 分 量 在 茶点 都 为 零 , 则 在 任何 坐标 系 蜂 ,它们 在 该 点 的 所 有 
分 量 也 都 为 霉 , 


4 张 量 场 


知 在 空间 基底 域内 每 点 定义 有 阿 型 的 张 量 , 则 这 些 张 量 构成 
— fE 3 3⁄6 .一般 说 来 , 张 基 场 中 被 考察 的 张 世 湖 位 置 (和 时间) 而 变 
化 ,第 六 章 将 介绍 对 国定 时 刻 研 究 张 量 场 因 位 置 而 变化 的 悄 况 ,这 
将 使 我 们 从 张 节 代 数 的 领域 进入 到 张 量 分 析 的 领域 


本 章 概 要 


1. iriz Cr 是 一 点 在 两 个 不 同 的 举 
标 系 中 的 坐标 。 并 设 两 组 坐标 之 间 存 在 着 N 个 独立 的 关系 式 : 
z = ylar, z, a r (Ë —1.2,-. N) ca) 
RRT E z 的 单 值 连 续 可 导 函 数 。 雅 可 毕 J 一 det| S| =o 时 ， 
解 得 
YY 2 , N) cb) 
定义 式 (a). 式 (b} 两 式 为 从 -一 个 坐标 系 到 另 一 个 坐标 系 的 坐标 变 
m. 
2. 求 和 药 定 : 若 一 项 中 有 一 对 手 标 重复 , 则 意味 着 要 对 这 个 指 
Ri By Za, Fi 1.2. |... N 求 和 ， 19 如 aai =a a tas Ha Hanra 


] £ i=] 
3. s A ya PP S : G, = 0, ;= ; 
4. 排列 符号 : 
1 i, J Ë 成 偶 排 列 
E a = 4 一 l, ¿sjak W ET EYI 
LO, 其 他 情况 


ETa, € L. = € = EE =l; € = E aS Cn == —1. 当 
b liż + 


ik FAERIE MA, HEAT, 
5. 六 变 天 量 与 协 变 矢量 


(a) 符 合 变换 律 A= TA 的 矢量 称 为 着 变 矢量 ， 


Cb) 符 合 变 换 律 A= E A, 的 矢量 称 为 协 变 矢量 ， 


6. PEE =p 
7. — Bir "É mt: 
—.. ri Jr? 
Ca) 二 阶 递 变 张 量 Av EIE Au 
art” Ar 
— az" Ari 
(boZ Et EE sk Rtt AG A 
.一 — dr ar 
(c) 二 阶 温 合 张 量 A= 23 
8. 5 Pt sÉ Bt 
— r t... P _ Jri Ar» ar“ Br k koek 
ALE 5... r, — rl **" Iris Ema ==. nt f 
9, x: K SÉ Et 


EEDE AE IR DAE 3 BE BJ BT E 3E kn 98 RE TE. HA Tj O uk AE 3k st , BJ 12: 
KEAR PRIE. 例如 A. = A; . ZE N 维 空间 里 ,二 阶 对 称 张 量 至 
多 有 二 NCN 十 1) 个 不 同 的 分 量 。 


10. A CEL) A] PR SK Bt 
FAE nk PAE SE E BJ EF A TB Sa , ARBETE = EI 8 R , SK 3k 
A zF B TX mi TE E TA 2 , WJ 2 5 Et q 52 XJ PR 3K t. 例如 Aa" = 


一 4”。 在 NN ESME CHANKRE 44 至 多 有 方 NCN 一 4) 个 
不 同 的 算术 分 量 。 
-J 题 


4.1 MRAR FAAA: 
* 113+ 


A. 9 


(a 加 二 一 È an -}- P grt "= 十 AP ga” ， 
aE AT 


ax" 
— 4 E [ yy +Ë L < x 
(时 一 至: 和 ze 2 .. Sr de , 
dë agt di më dz ar” dë 


(odlar Cr 

tdyds = gp Cdr ?+ galdt Y gtdr ), 

(e) >; D gudzdz", 

FH5R 90 23 ERE TAAT: 

(aa glatt rr s. qar 3, 

WAB HATS, +H A B T 0 HA Bye 

eMU B ABT AB H AeA HARR”, 

(dig? gn He ga tg gu tgga. 

WBE + Bir tB + Bi , 

将 下 列 用 求 和 色 定 写成 的 表示 式 疏 写 汐 儿 项 求 和 的 表 东 式 : 
(aaa. DAA” (OF BA N=, 

将 下 列 用 求 和 约定 写成 的 表示 式 攀 写 为 儿 项 求 和 的 表示 式 ; 
Ca 3 AB CN = 2; 

ari art 

二 

EHP rkl 2e N F, F 9) y 3 N = 2.3 R N 22 4 FJ 
KATARE? 必要 遇 , 人 假设 这 些 函 数 是 单 值 .连续 可 导 、 儿 立 
的 ， | 
Ca)a,zi-= 1. rh £ AR BE. birat = 1, (Ort = x (uy, dat = x° 
(u ul. 

"4 入 二 2,3 或 4 时 ;方程 arrel SER IF Z SR Mh? AP atkl, 
2.…… ,是 直角 坐标 ,ax B dE m TW S ., 

在 三 维 空 间 里 : 求 下 列 合 克 罗 内 克 符 号 名; 表示 式 的 佣 。 (ayo. 
(b) Bae | 

#E =; BE 25 ü) B RTIA Pa P ARAE Q. en SK BS B . ald, qas 
¿b)6; da s 

wA. Ca 02 Ar. Cbi d?a 


Ke) 
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4. 24 


4. 25 


. 26 
. 27 


HR. oar . Ch 和 A (cI, 


试 证 :和 在 三 维 空 后 里 L Ë a F == ü, 
斌 证 :在 三 维 空 间 里 ,. 乓 :uaias 一 让。 


他 Gug Öne 
PK UE : E p E aner = Grp EN Qa 
lo, n ë, 


设 det] A,; | 是 下 第 i 行 和 第 i 到 的 元 率 4 所 确定 的 行列 式 , 试 证 
deri A; |= E aA iais a 
IL WE : C p € ar S C paar — G pr Oyn a 
BRIE : E pp E yr T — BE pe o 


HF ER SRE EI: # u=oXu oX MAE CG X v) = X 


CS SIE 


用 下 标 表 示 法 EM q >x 到 ce) 二 scp 一 (ar bie, 
Ae” 


E E FAE RA ER: Cay Ai Cb) Buia CoCr., 

E d! F yia E BJ Ap e o Cay A, ,ChB | OC an A Ana 

AC .5.1,m B 82 bF z' 59 PB 3k EM E PR 88 r 变换 到 坐标 系 r 时 
Tr ë l F B) 3 h #Ë : 


A p.gr s) = 


a=: ars Ar Ar 
= 3 2 2 和 


art ar 
成 司 AG Adom E EREA? 如 是 张 量 ,请 写 出 张 量 的 上 .下 指 


标 , 并 说 明 其 逆 变 与 协 变 的 阶 数 。 

i B (p,.q r) = wE gG, km C Up, zr) = EEEE 
CU km:n), ABR TRER BAKRA E F. HAR 
wE 5HE. 

设 一 张 量 在 迄 卡 尔 直 角 学 标 票 里 的 协 变 分 量 为 rrr yyt, 
HR REREH ERRA p,P.z 中 的 协 变 分 量 。 


试 求 上 是 中 张 量 在 球面 坐标 系 7,9,9 中 的 协 变 分 量 。 
试 证 ,虽然 A, 是 一 阶 协 变 张 量 ,但 所 ?不 是 张 量 。 
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1.28 ”如果 GEF 3E.P SR ARM. 


—, 入 ar arr az” 一 
, P — — Af i t = — A. m 
4. 0 如 m= Ar. Irt ar 1 证 明 A 4 Q= gr’ 


4.30 B AN, 是 张 量 , 试 证 45 R — B XÉ £F SÉ BE , 
4.31 j B' 5 C' E m a K BL. A E 2 OB DCE ABT ETER. 
4.32 Ü A; RE PRIE Bt , r it 
CHB + RIA = 0 
4.33 WIE B, = € G, 是 反对 称 张 其。 
4.34 在 三 维 空间 里 , 按 (a)jD 一 Dai, (bD; —= — D; , R 3F 3£ I n] BB dE Bi 


DTE m 


. 115 = 


第 五 章 KENA 


$5.1 张 量 的 加法、 减法 与 乘法 


l 和 与 差 


几 张 量 中 具有 同 数 的 协 变 指标 与 同 数 的 道 变 指标 ( 即 同 阶 的 
张 量 ) 者 ,都 能 相 加 或 相 减 。 
例如 A + Bš, (5.1) 

设 AL 与 B21 EE. E 158 ISR +E B , P 4853 B) #o sk: £ jJ E: 
— F IJ B; BJ SK Bb. EAn F: 

根据 A. Bh RE SK EK B) B i . S 


3r? Arf ðr 
PI — —. - =— _ 4 
A a a e 
Ar? Q! grt 
Mo — 一 一 — — 了 
B”, ; = Bš, 
-一 一 Əz° Ar! år 
+A Hil : AA — F y = 二 一 F AE CAS, + B.) 
为 到 DT Jr grt a, 
ri Ly „= ~ =- ij 
即 得 和 Sm. Dr 2 h SA, 
re r - . = 
TE W : CAm, — Bm) = M EA 一 Bia) 
一 az’ az" Brt n. 
Fg a — — — P>: 
EP 48 2 22 Dr, 7 pa SSD, 


显然 ,不 能 期 望 给 表达 式 4 十 吾 5 以 任何 张 量 的 意义 ,因为 这 
样 的 演算 不 符合 张 量 的 变换 律 (4. 31)。 然 而, 我们 可 以 从 式 (4. 
31) 知 道 , 同 类 型 张 量 的 任何 线性 组 合 ( 其 系数 为 不 变量 ) 是 这 一 类 

* Ti * 


W E. 俩 如 ,从 两 个 张 量 A”. 2 B% 可 以 构成 满 是 式 (4. 31) 8 
EE An 十 BB ,1 民 要 a 与 上 是 不 变量 。 
例 5.1 验证 任 一 张 量 可 以 分 解 为 对 称 与 反对 称 两 部 分 。 
证 : 不 和 失 普 遍 性 ;上 以 一 个 二 阶 道 变 张 量 为 例 。 


An = Am + A") + + (As 一 A”) (5.2) 
而 R” = Am + A = RY 是 对 称 的 
Sm 二 Am- A 一 一 Sm 是 反对 称 的 
所 以 an 一 +R" + +S (证 毕 ) 
这 个 结论 很 容易 推广 到 任何 阶 的 张 量 。 
2 RM 


3 4 — Tal , Aç 3 3 Ep A St 2 AH m, aH H RhE — 
KE, RAPA THRA T B Br Sk < #l , ARRERA 2F 35 , 
所 得 的 素 积 称 为 外 积 (outer product), Ë tn: 

A; = Bt (5. 39 
X 如 Tig = A'a B.C (5. 4) 

E 8 3 K IH] f“ m E Pp Sk, F Ep 2 9 bJ S 2J ft E Bz Ja 
的 空位 不 如: ”这 样 表示 每 一 指标 占有 一 个 明确 的 紧 列 空间 ， 今 
后 可 以 看 到 ,. 张 量 的 指标 次 序 是 十分 重要 的 ， 

实际 上 , 张 量 

AJ: = B,C: 5 Ala = OBa 
Z: AS A8 S£ BJ , ES] A SB ER Ñi K PF. A Bj, nT DL, SÉ BE: BJ 38 p J: T SÇ 2 
qJ, 

例 $.23 设 Am E) B; 是 张 量 , 证 明 CHO = ANB, GEE. 


WE : AŽ, = 


.1i3 * 


WR 所 再 = S S S Ts SS AM, B:, 


可 见 ， A” 与 B, RIEC J. — 48 = Br ë 1Tg _ — OE E Br Sk 
H. 


$5.2 HIKA 


1. 万 并 (contraction) 


同一 张 量 的 某 一 上 标 与 为 一 下 标 相 同时 ,表示 这 个 指标 遍历 
1 2 再 把 这 项 求 和 ,这 种 演算 过 程 称 为 缩 并 . 设 一 个 五 阶 
mE EE Amn p n== AF, Mj Azmi 二 Aw 是 一 个 三 阶 张 基 , 证 明 
wl F: 


人 


由 上 可 多 ,一 对 上 .下 指标 相同 , 缩 并 一 次 摧 得 的 张 量 , 其 阶 数 考 刘 
来 的 降低 2 阶 。 

缩 并 时 .可 就 任何 上 .下 标 相 同时 便 求 和 ,因此 可 用 缩 井 形成 
下 列 不 同 的 张 量 : A = 由 = Al. A an = A... | Aj = 
A; pA La = A; . AJ = A... `+ - 28 .特殊 的 例子 是 用 缚 并 由 混合 sk Ht 
4 形成 不 变 业 4 一 是. 可见 称 不 变量 是 零 阶 张 量 是 合理 的 。 


2. | . PR 3 


4 8J = 3É E H 38 BH , #n 38 — A" SÉ Bt BJ 3 — E F 22 23 — 3K 8 ñ9 
119- 


E— F PH FF] , PH 3 28 SK PR PPS PR 3ad p1,2. 0, NRA, AAAH 
称 为 两 张 量 的 内 条 ,得 到 的 结果 称 为 这 两 个 张 量 的 内 积 Ganer 
Product) ,或 称 这 两 个 张 量 的 连 并 (transvection)， 
例如 
T“ = Ap Bor (5. 6) 
E A Db Pq WE EH ft A Jl 15 Fi [Bl 38 rA 3 By ORRA = Pr 45 tJ 
相 乘 表达 式 , 式 45.6) 通 常 是 才 示 


Të = >) Api B” 
an=] 


当然 也 可 以 表示 为 


因为 呈 标 不 论 用 什么 字母 , 它 所 表示 的 意 关 都 是 一 样 的 。 

Bi m E HE zr, >F 8 CSK Et 2 É) Br S SF T AH 3 PSI f: (K WE > BJ Pr 35% 
= fn, Bl 3 #H 3 EË T HA X , ES w , = YB #F #H lj F+f , Wl 4 3 # B3 
Er SR n PA AH 3 PS T Br 9 Gk Hl F ak 2.4.6. 8 H 25 HE, 

PT 2: m (— Et SK Bk ) BU Vq 8 E: ñk CE t SK Bt > , Ü ñil 

A = u t 

应 当 指 出 , AS BE 38 [8] 35 9) ER FERO A 1 TB #n. A fy 38 3⁄F 

Hk. PE 3£ , EJ 28 48 al É i + E JE SK Et , E R fl 8U dË AR TG: 25 tP , >É Tn 


$5.3 商定 律 


判断 一 组 函数 是 否 构 成 张 量 , 直接 的 方法 就 是 将 这 些 旺 数 从 
一 个 坐标 系 变 换 到 另 一 个 坐标 系 时 ,看 它们 是 否 符合 像 式 (4. 31) 
的 张 量 变换 方程 .但 是 ,实际 上 这 样 佑 有 时 是 很 麻烦 的 -下面 的 商 
定律 提供 了 判断 一 组 函数 是 咨 相 成 张 量 的 一 种 较为 简单 的 检验 方 
ET 
. 120 = 


预定 理 ”对 于 一 个 任意 张 基 B MAITE XCp,9,7), 有 
有 世态 4 五 = 0 , MEH Xps r)= 0, | 

E: 因 Bw, 是 一 个 任意 张 星 : 选 择 一 个 特殊 的 分 量 不 等 于 堆 
《 璧 如 9g 二 2,r 二 3 时 ) ,其 他 的 分 最 都 为 零 , 则 和 ( 户 ,2,3) 5 一 0。 又 
因为 BP260:; BT DL Xe ,2,3) 一 0。 用 同样 的 方法 可 对 g 与 + 的 任何 
组 合 形式 进行 选择 ,将 各 种 可 能 组 合 形 式 的 结果 进行 综合 , 便 可 得 
Rip) =0, 

BER B Be E p Brum ay o 阶 协 变 的 任意 的 混合 张 
最 ,而 X Qpeokolbe ORR REN — TAES Gq, 
p). ARIE HA th u 

X Gist k. l st Bib. = Crni a (5. 7) 

而 且 所 得 的 C 为 一 -9 阶 道 变 ,t-p Er yE yE 6 ER, E X 必 
为 了 阶 道 变 .* 阶 苏 变 的 混合 张 量 。 

iF, 不 失 一 般 性 , 且 为 简明 起 见 , 我 们 就 下 面 的 特 跌 情况 进 
行 证 明 . 如 果 | 
ATEL = C" | (5. 8) 
其 中 B%, 是 一 任意 张 量 ,C™ 是 张 量 , 则 N: 4” BS Sk 4" 的 集 形成 一 张 
量 , 这 个 张 量 的 类 型 已 由 其 指标 表明 。 对 于 你 标 系 区 ,变换 后 的 量 
应 满足 方程 


A BT, = (>a 
由 式 {4. 31) u] A 
Be Jr" Ar" y àz" art „a _ dr” dr rk Fn 
dB 
改变 栈 指 标 , 有 
ar” i A rsi ar Ae PP ar { 
at a 入 | Bim = o 
AH arar” 得 
a 
s| 28 EE — A D | Bip ~ O 


. 121 ° 


rp 
A 元” 元， A Art Bim = Ü (5. 9) 
因为 B.m 是 一 任意 张 量 , 根 据 预 定理 可 知 


Re dam Q 


4 Ar dc ` ar’ (3. 10) 
二， 
内 乘 以 533: 得 
LN D Ar dr’ Jr 
rsi Jj — AP m i 
ANGO — AN TP ər ar 
P - g+ gr AT 
最 后 得 人 


可 风 A 六 是 一 个 三 阶 道 变 张 量 ,在 圭 面 的 证 明 里 ,很 重要 的 一 点 就 
E B. 必须 是 性 意 的 , 且 不 能 具有 任何 对 称 与 反对 称 性 质 , 假 若 
Bin 对 于 指标 pp 与 9 是 对 称 的 ,将 会 出 现 什 么 情况 呢 ? 如 果 B... 对 
T p 5q 是 对 称 的 ,此 时 不 能 由 式 (5. 9) 得 到 式 (5. 10) 。 因 28 Bp 
不 是 任意 的 ,对 于 疡 与 9 和 素 是 对 称 的 , 则 当世 BU 3 — 4 Zr Et ( BÍ 
如 pp 二 2,9 二 3) 不 为 零 时 ,相应 的 分 量 Bp 也 不 为 零 ,这 样 就 可 得 
两 个 与 式 (5.10) 类 伺 的 方程 ,将 这 两 个 方程 相 加 ,得 


改变 玫 个 唾 指 标 , 得 到 
(Ar 十 A™) = = = (A + As) a 
ARUZ, ,得 
(A 十 Ae = CAm L ASY ax a a 
(CA 十 Amy = (Am 十 APE) _ = = 


HJ L ANAHA ES br q sk k A BIS. 1818, — T 3 E n Pi ZF 388 
为 对 称 与 反对 称 两 部 分 .上 面 的 证 明 只 说 明了 当 五 。 对 于 指标 p 
+ 122 。 


与 g 是 对 称 时 ,A 的 对 称 部 分 是 对 称 的 ,而 其 反对 称 部 分 是 否 是 
张 量 ,证明 的 结果 中 并 未 回答 这 一 问题 ,因此 4 是 不 是 张 量 ,此 
时 未 能 作出 明确 判断 ,所 以 运用 商定 律 时 必须 慎重 。 
例 S. 3 试 证 纯 基 场 的 偏 导数 是 一 个 一 阶 协 变 张 量 。 
xD 


dd 
dr 
这 里 d 鱼 是 一 纯 量 5 零 阶 张 量 ) ,而 de 可 以 是 一 任意 的 逆 变 矢量 


(一 阶 张 重 ) ,根据 商定 律 可 知人 9 是 一 协 变 矢量 (一 阶 张 量 ) (证 毕 ) 


S53.4 EEE 


dē 一 


从 第 四 意 第 四 节 我 们 知道 ,任何 矢量 都 可 以 接着 变 分 量 或 协 
变 分 量 的 形式 分 解 。 即 
a = ag; X a — ag 
式 中 ,gi.g’ 分 别 表示 协 变 基 矢 量 和 道 变 基 矢 量 ， 
在 斜 角 坐 标 系 里 ,两 矢量 的 点 积 ( 纯 量 积 ) 除 了 可 以 表示 为 
aib 外 ,还 可 以 表示 为 


ac b = dg; + Pg; = pit gatb = gjah (5.11) 

或 ac b = ag "ba = p + g'a b = giat, (5. 12) 
式 中 Eo = 8 Bg = g' * g? (5. 13) 
容易 证 明 ge 是 某 一 张 量 的 分 量 。 

| a 
A 为 ' £a ~ jm g" IS 

_ _ axr ar ax ari 
所 以 Ema 一 有 一 


g = g” ` g" = s= aš "8 = s= Jg 
这 就 证 明了 g” p ur pE — B E R A — Br E H n E. 
* ]22 * 


由 请 分 量 g”. É, JE PË, BJ Sk: E r Il SE 2 8 SE JE 3FE GE 3 AU PF k Pe 
EI E.A 2⁄2 Bt BJ sa 3 JE: H| 22 #ë B) , Pr bA PE Et s£ Bt BE XJ TR SK Et , 
Rj 


g“ -一 g”, Ei: = E j í 5. 14) 
RE a 的 长 度 和 的 平方 可 表示 为 
|a|? = a ` a = puma! = paa; (5.15) 


当 我 们 考察 坐标 为 x' 上 与 x' 十 dx' SÜ jr DI Sa, Z B] BJ EB ES PJJ , š =E PS 
点 间 的 天 径 为 @, 于 是 ja 就 表示 这 商 点 闻 的 虑 离 。 
T 是 ds° = pg; drd’ (5, 16) 
A rR, zu E x' BJ PS Sh PR E g= lgu) = 0.3 FÉ BJ z= [B] #R 2 a z= 
ej Riemannian space), | 

鉴于 线 元 ds 的 平方 是 二 次 形式 gudzdz , ELM g, d xd: $ 
之 为 度量 ,于 是 点 /又 称 为 度量 张 量 .用 放生 张 量 装备 的 空间 称 为 
度量 空间 , 旭 果 5 是 正定 对 称 张 量 , 则 这 个 空间 称 为 欧 斤 疾 得 空 
Bal. 

fE — tE Hk JL E $# = [8] E , 3: PJ 8 + ZF ÉE fii 2 SF 38 , #% 3U. B) FE Jr 
是 

ds? 一 《QI + id + (dr) 

除 gu 二 gw 一 ga 一 1 以 外 ,度量 张 董 的 所 有 其 他 分 量 都 是 零 。 当 dr 
二 dr 二 dr: 一 0 时 ,ds* 为 零 , 对 于 dx! drt dx 的 所 有 其 他 实 值 ， 
dê RERE. 

下 面 考察 协 安 度量 张 量 gu 与 道 变 度量 张 量 g ZAER. 

H g G=, 2 和 ve 一 1,2.…,N) 两 组 基 矢 量 都 是 线 
性 独立 的 , 且 g 可 以 表 为 gi 的 线性 组 合 , 今 


点 ;一 G, g. 
zE L4 E: 得 E, BiO— m; p” Ri — ü; 1 — Gia 
HCS. 139 aJ #1 Die i 


再 由 g gl = gag’ gg, = Eng” g' t Br = Hug’ = gag” 
= 124 * 


因为 g: ` g' = ü; 

所 以 pa p = ó] (5.17) 
称 z” 为 对 称 张 量 z, BJ n SK E. , X R, HH th E EF Et SK Br t; u Tp J t: 
TEREA ARENIE 3k sa, sk $ , t Te SE S X$ J 2E ftb h gy 9K 
EHE EER 3428 , H 38 5 —. BY 5É BE PS 4179 zÑ T 3 HJ of £ 31 
Po SK Pš Bi W: Sk w 。 


S 5.5 DOETH u X PF K Ft 


设 二 阶 对 称 座 变 张 量 4 的 行列 式 14.| 天 0, 令 B RRITAR 
Aas RER 4 的 余 因 子 除 以 1 4 的 表达 式 。 下 面 证 明 这 样 得 到 
的 如 ?所 形成 的 张 量 就 是 二 阶 对 称 协 变 张 量 A, ËD Ht Sa SK BE , 

根据 行列 式 理论 ,有 

A, B = ë 

这 里 不 能 直接 用 商定 律 从 上 式 来 确定 B* 的 张 量 性 质 ,因为 4 不 
是 任意 张 量 ， 

选择 任意 的 道 变 矢 量 C, TE D, = A; C; 是 一 任意 的 协 变 矢 
最 .因为 14| 关 0, 从 这 N 个 方程 可 唯一 地 解 出 用 D, 表示 C“ 的 关 
系 式 。 

DB* = A,C' B: = &C = C 

现在 若 把 商定 律 用 于 D.B* 一 0*, 便 说 明了 BE MENER. 

从 定义 相知 ,B 也 是 对 称 张 其 .护照 上 面 的 推 证 方法 ,不 难 推 
出 B RIKERE Ass 

将 以 上 的 结论 用 于 度量 张 量 , 即 可 得 


gag” = PH 
Ba 的 行列 式 e= | ga | A0, R] 
g" = TAR TEAR (5. 18) 
iÈ 


例 S.4 试 求 柱 极 上 华 标 中 的 协 变 度量 张 量 和 池 变 度量 党 黄 ， 
* 125 + 


— 
一 一 一 


解 : BEERE EI t 与 柱 极 坐 标 x* 的 美 系 是 工 ! 
rlcos=2,z2= rlsINT sr =r, | 
坐标 变换 的 雅 可 毕 为 
cost’ — x sinz” Q; 


. £ 
aT 


—VR[ Q QO2MH“ 


1 sing” Teos’ G| 一 = 
AT | ! 
; Ü Ë. 1 


对 于 z 04E H BJ C Ah EE #F > gi BT 88 S 


- -=-—  - 


rl = V (zt? + (Cry? O < rl = x 


as 


El 5.1 
对 于 r= 0 E BJ & , ff x 并 不 是 唯一 地 决定 的 ,不 过 ,在 决定 这 些 
点 的 位 置 间 题 上 是 没有 影响 的 ,因为 对 于 x? 轴 的 各 点 而 言 ; 我 们 
无 须 给 上 出 角度 的 大 小 。 
就 送 恋 换 矩 阵 而 言 , 则 有 
+ ]25 * 


js- 6 * ` 


| cosg’ sinr? i 
= _ | _ “sing cosx’ 0 | 
. ° o a 
th CA. BAERE 
| g, = i,cosx* + sinr’ 
E hr'sinz” — i. cos x 


ga 一 t; 
RARO 13T gum l, za = (gsr LARM gu En, 
...— 0, Bi 
Ë 0 0` 
fei 一 《| 


由 式 (5. 18) 可 得 


1 4 31 
gh = 1,g” 一 J g” 一 Lp = g? = + = $ 
BH 
1 Ü Ü 
(g) = l0 = z Ü 
Ü Ü 1 
55.6 MRM 的 夹 角 、 正 交 性 
HAG IDA la| = (guahal "2 
两 和 泉 量 的 纯 量 积 为 
a. b= lallblcosd = pupat CS. 192 
+ E. 8 5 FACET BJ 8 32, 2J 
下 下 上 
cos0 = gaa b (5.20) 


(g, aa") r (g. bb.) 7 
* 127 * 


yE EX JU E 35 z= Ia] E , z; Z: IE ZE XJ #F SK Pt , Az B| , K 2 PSI n! £ Pr 
#EË == [B| A S: PE PQ ti] = MAH a == [81 , uj À FB 39 +Ë Er 
Latt = Q (5.21) 
把 空间 分 为 两 个 域 .在 正 域 中 ,一 切实 数 夭 量 的 gwaa POUF EL 
次 型 ); 在 和 负 域 中 ,实数 矢量 的 gwa'a < O ,在 这 种 情况 下 ,两 矢量 之 
Jü) 3 FË EE] 
+ pnah — 
| Cama a || (g.brbryl: l 
分 子 的 正 贡 号 分 别 对 应 于 正 仙 域 。 
由 上 式 可 知 , 两 矢量 a 与 刻下 变 和 的 必要 与 充分 条 件 是 
Budh — Ü (5. 222 
1 W < #t rh 1⁄ç £p 8 — CREER. s J Pk 48 E X 2 fil < 
[B] PJ E o IH Jp PA sk (5. 22) FE 2 Wi T S Et IE 2Z B 2E x +, Bi llk, H] 1 , 
= K BL Pt R IF2E, 


cos = 


35.7 指标 的 升降 


通过 度量 张 量 , 可 以 建立 协 变 矢 量 与 道 变 矢量 的 一 一 对 应 天 
系 , 由 张 量 运 算法 则 有 
mio = upg u m U 
可 以 着 到 ,vw' 与 z, ÆA — + t A A R zS h R, aE F3 #B ls] BS = 
TK 5 WENYE 
g, = u gu, = w (5. 23) 
RHAG EK 28 3B 9 BS F. 3F F BF, 3R IB) SF. 2 3r bi IFE F z, PR 
为 vw BJ ONS BE, ER. z 也 就 是 c, 的 相伴 矢量 ,因为 一 矢量 与 其 
相伴 矢量 的 关系 是 互 道 的 。 
利用 相同 的 记号 ,我 们 有 
Eo = Eu E g (5. 24) 
土 式 说 明了 把 gj 和 后 两 个 张 量 用 相同 的 字母 “gs ”来 表示 是 合理 
* 128 = 


Wwa. "rart 


的 。 

相伴 和 扰 量 的 大 小 【4 模 ? 是 相等 的 .证 明 如 下 : 

g u = gugl VE Vs = g. mU gu, 

tH K (5. 24) 可 得 = gug” g” 
P P1 K U = UU, : 

# Fj BE B£ SK t Ej — = SK BE (8 #E , aJ PL 48 20 Xk — SK E B) + =p +=" 
同 的 分 量 . 例 如 从 张 量 AT JE RE +E h Sk Et I 

AŽ — g A. = gagu Ai, 
Atan = Buf jni At (5. 25) 

HH“ iR EE JE 95 = h A B , k PE fr 8 EFA F BE TE Pr BJ , #ë aA 
清 其 对 应 关系 ,在 无 混 清 可 能 的 情 交 下 ,可 省 咯 *“. ”号 。 


$5.8 张 量 的 物理 分 量 


我 们 知道 ,一 个 矢量 可 以 写 为 

y = wg, = w, E` (5. 26) 
su rH, g. EE z sx E D)-T 25 a C£) 00 S PS Bh Zà PU. TEIR S E , g, 
£H REAA, A I FH p n 维 欧 几 里 得 空间 .因为 一 般 说 来 ， 
e 5g 并 不 一 定 是 单位 拓 术 ,rr EAr LAERA FARE 
vw 与 vw 并 没有 相同 的 物理 尺度 ,例如 ,相对 于 x 点 上 的 柱 极 坐标 
系 , 矢 量 + 的 分 量 与 的 尺寸 鸭 工 ,而 汪 的 尺寸 则 是 工 /一 1. 这 
是 因为 基 矢 量 g, RGA a] 


[gl = vga = bign] = V ga = lg] = V gs = 1 
| (5.27) 
ETETETT s Se SE tj 9k BE 0055 PE 2 3k , F EG G BE SZ < 
最 的 物理 分 量 ， 


O RDE 过 上 把 矢量 "向 与 坐标 旧 线 相 切 的 单位 矢量 eco 投 
ETEA 
. 129. 


Ë _ 
P 一 人 (5. 


其 中 . Ey 一 m. V En (5. 
FLH PPL BS TR $K F Hil— *— "BJ , 2 28 AS 3 Tl , 


— + a- (kh — tÈ} 
v. = V g; = % Eip — U Brf N gu 


于 是 mr} 一 z Zm (5. 
Hi K (5. 3027 Hi 9 > BJ y t 2't , 称 为 矢量 的 递 变 物 理 分 量 ， 
HHT $$ 3: E v 65 Ey T 35 28 TE 


Vu = u, gu (5. 


这 是 出 于 eQ en = 1. et -El 


Eu 


WA en = Bif M gu et) = B N Bi (5. 


30) 


51) 


52) 


1 1 EE Sy E ARET DRE ri , >q E En 28 EE 22 R , W) 8 


AGO — A V magn (5. 


Amo = AFS N Egu (2. 
An = Au N Eu’ Eu (5. 
E — 8 BJ T8 Zx, A= 
É 点 "Es, H err ""+. 
A | A (5. 
Bi E sa 


$5.9 排列 张 量 


fE R.A REKE zg, BJ n 维 空间 里 ,我们 定义 
sek — l 
g£ uU = 


Ev (5. 
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33) 
34) 


35) 


36) 


37) 


. 38) 


式 中 ,Eee 与 外 是 排列 符号 .不 失 一 般 性 ,下 面 我 们 仅 就 三 维 


欧 几 里 得 空间 ,证 明志 让 与 全 i 是 张 量 。 


根据 行列 式 4《 用 排列 符号 表示 ) 的 理论 ,有 


3r ari arf 


=, SE Fr gp C ama 


dr’ ge” 


基本 张 量 从 r ERRERA T 坐标 系 中 ,有 


它们 的 行列 式 为 


_ arr [2 一 ax 

= e Elz = ZZ | 

HA Ft Ea M. ERR x AF h. 9) 21⁄ Ta E =: 中 ， 因 为 
r= == V É pm =. É han 


BB Em =€ , = — 一- 


Bü e€ = € 
#f n e 2 Rm = gr ayka. 


由 排列 符号 的 性 质 和 排列 张 量 的 定义 可 知 
E =+ YE i jk RB HES 
Em 一 一 /g jr 成 奇 排列 
Ei = 其 他 情况 


(5. 39) 


(5. 40) 


(5.41) 


(5.42) 


(5. 43) 


(5. 445 


* 131 ° 


Cik = 二 -一 i,j 下 成 偶 排列 
= F 
a 1 .| f (3, 45) 
£ 一 ” — í —— Ia ,二 ra 
Z J IRAT HESI | 
C — U 其 他 情况 | 
$5.10 二 路 张 量 的 本 征 值 与 本 征 矢 量 


1. WENERA 


H., 18) A E (4. 25) nf Sl 

e, = Me,, A, 
因为 M= (M, ye. yE 2 $E PS: , B RA 

e, = M.e;. A, = M,A, 
间 理 ,二 阶 内 变 张 量 的 变换 律 式 (4.29) 可 以 写 城 | 

A; = MaNi lu (5. 45) 

在 三 维 空间 里 ,分量 A, 与 A, HEARDI 4 与 4 的 元 素 
来 排列 .于 是 可 写成 


| 


A = (A,,>, A = (CA) (5. 47) 
这 样 ,变换 律 式 (5. 46) 可 用 和 矩 了 柱 符 号 写 为 
A = MAM (5.489) 


x T Br YK HE, FEP E T RF SE EH D E, =+ 2 A 2 E ñE 
fü , E BE < Bt S | A PP R HJ 55 Eg 1 EK R: 386 22 Jr RB Bu , +E 32% A Ye; BB 
可 以 直接 取 用 第 三 章 所 叙述 的 结果 .要 注意 的 是 ,不 变 把 张 量 A 
Ej E ARE. B pR SK BE 4 本 身 与 坐标 的 选择 无 关 , 但 是 在 不 同 
的 坐标 系 里 , 张 量 4 有 不 同 的 矩阵 表示 。 

下 面 的 讨论 中 假定 空间 是 欧 儿 里 得 空间 。 
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g 


2. ”本 征 值 


定 兴 OEE 4 的 本 征 值 等 二 方程 
dett A — Agu) = Q (5. 495 
的 根 。 
上 式 是 4 的 六 次 方程 .将 它 变换 到 新 党 标 系 时 ,这 个 方程 就 成 
为 
detf (Á, — jg. MI = 0 
FEE IT S| zü ARAM. E zÇ nj š 29 
detA — Agm) + Ldet(M.,) ° = 0 
det ta, 750. PT LA 
deti Ap — Ag, = 0 (5. 50) 
比较 式 55. 49) 与 式 (5.50) 可 知 , 张 量 的 本 征 值 4 与 坐标 系 无 关 ,; 亦 
即 本 征 值 是 不 变量 ， 
在 欧 几 里 得 空间 里 采用 簿 卡尔 直角 华 标 系 时 ,基本 张 量 g;; 的 
r Ik JE; p Pn. u $B |£ — K (5. 491) 可 写成 
detA — AP) = 0 | 
如 果 张 量 4 是 对 称 的 , 则 其 本 征 值 都 是 实数 (和 参看 3.4) ,将 这 些 
A tF (Ë $F J SK Pk 4 的 主 分 车 或 主 值 ,用 AnA Aem A AIE. Ru 
E 六 都 是 正 数 , 则 4 是 正定 张 量 。 


3. KERE 
EX ”如果 有 两 个 非 零 和 天 重症 信和 于, 满足 
CA— AoD X = CRR RDE (5.51) 
CA 一 Ap A cp = Ü (3. 52) 
WEHA gR A 5 K d£ £ Fl 2 K ig X $. 而且 它们 都 属于 同一 


个 本 征 值 4。 


D M (5.511 C5, 58) 式 都 水 求 和 ， 
* ]33 3 


为 了 保证 非 零 本 征 值 的 存在 : 式 55. 51). A (5. 525rhB X'° E 
下 的 系数 行列 式 一 定 等 于 零 . 这 就 给 出 方程 组 45. 49) .由 以 上 两 
式 还 可 以 看 出 , 同 -- 个 二 阶 张 其 的 右 本 征 舌 量 和 堪 本 征 舌 量 所 对 


应 的 本 征 值 是 相等 的 ， 


说 张 量 4 hh GPSKBJ, RK M. Az. A. B.Y. MU A B9 F ML TE 48 QE 2 


E XUY A'Y EE B H E B ME IF 25 89 , 
H sk (5.518 
AX% 一 AX (G = 1,2,3, RRA) 
因为 AZ E (E ë 3EB FAAEA M., T E: 


MAMUT MX ÀO 一 AMX® = Ap MX S 
即 得 A X“: = Ap K 
F tur gd t (5 R H r SS t, 


将 式 (5. SD ARA xX 

yoray — Arp A EY 
同 理 有 

NOT AX U — A XT XD 
将 式 (5. 55) 转 置 得 

XTA” —= 由 
将 式 (5.577? 与 式 45- 56} 相 减 得 

ğ = (Aí 一 一 À. yy tr yu 
因 汶 已 访 Ao Agp | E BA 

x uy y 二 一 Ü 

可 见 这 样 的 本 征 矢 量 是 互相 下 次 的 。 


3 5.11 二 阶 张 量 的 主 方向 与 不 变量 


1. ENS 


(5. 


533 


不 求 和 


(5. 


(5. 


(5.5 


54) 


55) 


如 同 $3.4 中 所 述 . 用 类 似 的 方法 将 张 基 和 的 矩阵 化 为 对 名 
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PE. 
用 正 交 妆 一 的 yth O aiaee A 2 H F 


1I tl) £l T 
rz) iz) : HT 
=i Ea ... rP ! yx! yT 
P = — 
Pa. K; "i 
rt 2 = > em | |x NYT 


PT = (XH, KD .. X 
因为 PP =, b) P 是 正 交 矩阵。 
将 A 进行 相似 变换 得 
APT = (AXU AK? ee AX) = Aa X D An AP p A K) 
yor 
_ xar 
站 一 PPT =|, | ADEO .A 69... l X) 


可 


Ae O iTe 位 


O As = D 
= E (5. 80) 
$ 0 A.) 
当 六 一 3 时 ， 
À, Ü Ü 
A 一 u) À, Ü (5. 61) 
5 0 í 


因此 必 有 这 样 的 一 个 坐标 对 存在 ,对 称 二 阶 张 量 在 这 个 坐标 
蒜 里 的 分 量 所 形成 的 卸 阵 是 一 对 角 阵 , 且 其 对 角 元 束 为 4 的 主 
信 . 这 个 合 标 系 的 坐标 轴 是 4 的 主轴 ,它们 的 方向 称 为 张 量 半 的 
主 方 向 。 
如 果 Ar. A. A; 4 BË E 38 Yt S , K 85 sË e a RE pR. YRR À, —= A; 
== À, M AR E x, Je nË — 88 xE B! , T EB SI WT E MH iF 2 3Ë [B] x. E 22 BJ 
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T£ Ini PI fu R BL $E g Yassa AWIE A S A = A: MEAT R EA ET 
彼此 正 交 的 轴 作 为 主轴 ,这 时 4 RARE. 


2 不 变量 
(1) £ & À = Ft 


剖面 已 经 说 明 .A4 的 主 值 与 坐标 的 选择 无 关 , 它 们 是 张 其 的 不 
变量 .可 以 证 明 , 旭 暮 4 是 对 称 的 , 则 4 的 任何 不 变量 都 能 用 凡 、 
Ms 各 来 表示 -就 这 个 意义 而 襄 , 它 们 是 线 量 4 的 基本 不 变量 ， 

Š 3. ¿L UE BH aH PE kB PE A 的 本 征 值 为 人 则 如 是 4 的 本 征 值 ， 
对 于 张 量 点 也 是 如 此 。 

《2) 迹 不 变量 

在 许多 应 用 中 , 取 记 加 .的 三 个 对 称谓 数 而 不 到 主人 和 值 本 身 作 
为 不 变量 较为 方便 。 三 个 这 样 的 消 数 是 

À, +— À, + À; At + À + AA q À: + Aš (5.62) 
这 三 个 量 显 然 是 不 变量 ,没有 一 个 能 用 其 他 两 个 来 表示 ,就 这 个 意 
忱 而 言 , 它 们 是 独立 的 -。 
AAi. 61) EJ l 
trå = À, + A, tA 
HA P FE IF 28, 
rA = A, = P, P.A, = pAn = A, = trAÀ (5.635 
因此 式 55. 62) rh SË — 4 + 2: Bt ZE EE 5] 36 +n 3 SL # SE T A 的 分 量 
形成 的 矩阵 的 迹 。 
同样 
À: + À2 + A —trÀ2? -Ad = Pi PyAp rE iA 
=ó, 6 6. A = A,A, = trá 
(5. 64) 
同样 还 可 得 
A: + A H A —= tra’ (3. 65) 
因为 tA Fj 55 SR S B5 3548 X.38 . BT DA B| PA SE 2 trA= tra, T 
. 136 ° 


Fei E T trA2= r At tra "= rAr AS ë Nk i E yE (5. 62) if 1. 3 
未成 


¿lrA trA2.trA°) (5. 668 
IPK IE NE S REE. 
(3) 本 征 方 程 的 条 数 是 不 变 其 
i 1, = À, t À, - A ] 
F, = hs + Asd T AA. $ (5. 67) 
I, = A. A,A, | 


显然 这 三 个 量 是 不 变量 .下 面 证 明 闷 .大 .7 正 是 凯 莱 - 险 密 顿 定 理 
所 表述 的 方程 | 

FLA) = A? — A: + L.A — L, = Ü (5. 638) 
中 的 相应 项 的 系数 。 


I, = ECA, + À HAD? — (2 4 22 AJ 
l- 2 2 
=> rA) 一 trA? | 
1 LAZ rL. 
= LGrA) — trå?) 
I, =detA = det(PAPT) 
= deiPdetAdet P" = detA 
因此 .detA—detA=,. A 的 三 个 不 变量 为 
I = trA, L= STara) — trA’], F, = detA (5. 69) 


H r3. 8TA. t (5. 68) P A Dhia h EEA 69)B 3 zF BJ , 
对 式 55.68) 取 迹 , 并 注意 到 det 一 3: 则 有 


'Ë 一 二 (tr 一 I trA2 + ftrA) 
=+: trå’ — trAtrÀA° + + [Gray 一 tr4 JtrA} 
1 3 j 2 3 
一 本 Htr4 一 = trA trA L- > (rA) j 


85.1 ROPIE A,,B5 A E 18 8 £ hF 2 BE , Ek 


3 0 0 
A,=|0 4 “3 
0 “3 6 
解 : 本 征 方程 为 


|3 — À o 0 

| Q 4—AÀ y3 |= BAA — yG — 3) = 0 

| Ó ‘V3 6—À 
所 以 本 征 值 次 机 = 一 3, 二 3, 二 7, 广 意 4 一 3 是 本 征 方程 的 恒 和 祖 。 

对 应 于 4 一 3 的 本 征 矢 量 的 分 量 满足 下 列 方程 组 

r+ /32 =m 0, 3 x=, + 3r; = 0 

fi 任意 选 定 .这 样 有 可 能 确定 两 个 互相 正 交 的 本 征 矢 量 。 

首先 我 们 选择 二 一 1,zs 一 Drzs 一 0. 则 有 X =i, 

KR. z i= 0,z,= / 3 ,z=,= R X2 = / 3 了 一 上 显然， 
对 应 于 4 一 3 的 两 个 本 征 矢 量 是 互相 正 交 的 。 

最 后 ,对 应 于 1 一 7 有 方程 组 

— 4z, = D, — 3a; + 3 z, = 0, v 3 z; — z, = 0 
解 得 zr,=0,z,=1,z,= / 3 Ae XP = j-i / 3 是 对 应 于 4 一 ?7 
的 本 征 矢量 .这 三 个 本 征 矢 量 的 方向 表示 了 张 量 4 的 主 方向 。 相 
应 的 主 值 是 f 
An = A,, = 3, As = 7 


S5.12 WIKE 


L RER 


在 连续 统 力学 中 :有 时 将 一 个 张 量 分 解 为 其 偏重 与 一 球 张 六 
» 138 = 


之 和 .本 市 我 们 仍然 只 跟 寺 在 三 维 欧 几 里 得 空间 里 ， 


ASA b z rA (5.71) 


+ in A = À — Zi trA (5.72) 


380 5. 70 PA Ha h. H E F| ded = 3. Wi] 88 
trÀ' = Ü (5. f3) 
È 29 3É 69 yK E F 25 d E E . HH SL OK E 4 是 对 称 张 量 , 则 它 只 有 
+. COM SF BS r a E D AR T uk y Ea aR. 
2. íF 8 1 3 E < it 
HTA. 72) 1 38 A HEERA x 


A' x = Ax 一 ŽI trAx = (À 一 trax 


PRK A RETEN A —A— -trA, B| ERR TAR 
的 本 征 矢量 与 原 张 量 的 本 征 矢量 相同 .4' 的 本 征 值 为 
=a + (À + 3, + A) (5.74) 


3 不 变量 


因为 偏 张 量 的 迹 为 零 ; 所 以 第 一 个 不 变量 1 =tr4' 一 0。 剩 下 
的 两 个 独立 的 不 为 零 的 不 亚 量 是 了 3。 


ri, 一 一 trA' ?7 = detA’ = Tera’? (5.75) 
因为 A? = (A — Lra)? = A? — SAtrA + SIar)? 
PI FK ZE trÀA' š = trå? 一 $ Ctra)? 
Të r, 一 一 Tra? 十 Z Ctra) 
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= Dara) — trA2J 一 EG = T, — LI, (5. 76) 


xE A? — (À 一 SItrAy 


— Al. A2 1 2 — 1 3 
À Atrå + ICtrA) zgi rA) 
BS 1 EZ r IrA'? = rA! — trAÀ2trA + É ray? 
所 以 I', 一 去 tr4， ` = trea 一 tr?tr 和 4 十 Z. GuA93 
i 3 3... as 上 3 
3 | trå 3 teA2trA 十 > (trÀ):° j 
1 : t _ z 2 3 
+ g trFALtrA (trA)] + 27 TA) 


=], — +h, + i (5. 77) 
PL FE, Bl H T, . 7, . L, ROR P'a, T'as BJ RJ t aj EL HI hodha EOR Ís, 
L. PRU R R U Del d FA 4 的 革 本 不 变量 集 , 与 采用 和 焦 !， 


LLAES A 的 基本 不 变 重 集 是 等 价 的 。 
A: S£ PL Pe 


1. sÉ BL 2 #) ( 3 ) 15 22 F 25 3689 B SK t, 
| Cu, = Au, + B:, 


fE f 3K Ft AR GE 2 AE 25 XT AR 15 52 Z PE P) BJ SÉ +f ç 
A = + (AU + An + CAS 一 AF) 
3E ht 2 [8] , +. 1 BE r 3 30 Taj ñE BE E E , pR OE S 3 
A; = B.C: 


HEWA 2 + +H 8 Pq + 00 Br Sk ZA. 
2 P1— 3k i AJ 3 — En 5 — TPB Bf , 38 2 i; jS 35 EEN 
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历 1, 2 六 ,再 把 这 六 项 求 和 ,这 种 演算 过 程 称 为 缩 并 。 例 如 
A = A... t 38 3F — tK , sk E PET — IK 。 

3. 254 PA SÉ E +H # h, d SE — + 3k: 8: ñij $E E #F. £S a -— 5 Bn: 
ñq E — F PR G nl, EU e 2 RK X T TB SEM Dyl1.2,.... ,NN 求 和 ,这 种 演 ， 
1 SF 2J Pa 3 ,其 结果 称 为 内 积 .例如 

| Aš = B; Cm 
H FR BJ) Bt #k S£ T #B 3 P T Bi #r S Tl D A +B Ia T8 Fr. P %K& B) 2#ë , 

4. 商定 律 ” 设 AB: = C E h pr, 是 一 任意 张 量 ,CC ”是 张 
量 , 则 ARE., 

5. 协 变 基本 张 量 与 道 变 基本 张 便 是 共 辆 的 {或 互 逆 的 )。 即 
HB =o 
设 gi 的 行列 式 g= | ga! 0, Wii 
it — Ë: 的 余 因 式 
E ”ga 

6. m HE ds =g ¿dd z 
所 以 gi 对 称 为 度量 张 量 。 

7. 车 A B= ë, H Ags BH A S ARƏ3K E PR A... BA K Sa xf 
MEH. | 

8. Pj < Bt [al B: 3 yB 


cos = Se 
Cada" Cg) 
9. 正 交 条 件 
Buat == Ü 
10. 指标 的 升降 


E; = ggi» g = gE) 
VEe = Up Ug” = y 
ATR a = Ales Ajg” = A 
ATR nE y = Ays Ag g" = Awy 
11. 张 量 的 物理 分 量 
. 141 < 


— 
k; __ a / 
W = ut N Ens tay = Uf N Zu 


F- katiS = As V EE u 
Auo = Auf v Eak 


—— 
At = At, N guy En 


ži 


AFOD Se ANEY = F TA a ABLE 
12. 排列 张 量 
Ea, = C ur, 
Er E Í Ere 
Em 为 排列 符 屿 。 
i, ,此 成 偶 排 列 


Ea = SE, € — + 


= = 
S| 


¿j Ë 成 奇 排列 
其 他 情况 
13. #KÉ BU 05 E EE ic zk 
A = MAp A = M,A, 
A = MIM: IA, ,, A = MAM" 
14. 本 征 方 程 .本 征 值 与 本 征 矢量 
本 征 方程 det(4 一 好) 一 0 

式 中 2 是 张 量 4 的 本 征 值 ,也 称 为 张 量 的 主 分 量 或 主 值 。 

WOE D H (A— Aa IX = 
的 矢量 下 中 称 为 对 应 于 本 征 值 ku 的 本 征 矢 量 。 


PF 1E 2 JE] — RI 3 ñE 2 F šB pt Bj $E EE 
A = PAPT = diag(A A stt, AN} 
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A 被 化 为 对 角 矩 阵 , 其 对 角 元 素 都 是 A Bl A IÉ , DK FÉ tj 2É TR 38 3IH 
FA ARER, CIRA ARA A BS E J EH. 

15. 二 阶 张 基 的 不 变量 | 

张 量 的 主 值 是 基本 不 变量 。 

这 不 变量 :ji 十 入 十 如 A HAHAA HA A 

凯 革 -哈密 顿 下 变量 : 

IL =à titi hL = AA, + AA + AA. 1, = AAA. 

16. MAKE AA 2: hy SÉ Tt Gr. 2J j SK Nt 。 

A' = À — slitra 


一 个 张 量 的 偏 张 量 ,其 本 征 矢 量 与 原 张 量 的 本 征 和 撩 量 相 同 . 信 
张 有 量 的 本 征 值 
A, = À 一 T Q. + À, + 入》 


— F 3 R: B jS SK Ft , JL AS 2Ë Ek ES JE SK Bk 59 23 E t hi) 3 #: 2 
I" = 0 


p, = r — 4, 


7 
| 
= 
ir 
| 


5 1 Z AM B. E — Er BE E SÉ BEL J DK UE AAt B; k — E yK W , sÉ 
rR A. RL Sh Bb. 

5.2 bL [B — Bt WÉ YF XI $F $K FR. 8 £ f # ¿p TOK |] 6J ETON — 4, 

 (b)SN=6,C(c N 为 任意 数 . 

BER APZ 在 一 个 坐标 系 中 对 于 指标 与 4 是 对 称 的 (或 到 对称 

的 ), 试 证 它 在 任何 坐标 系 中 对 于 指标 请 与 4 都 是 对 秘 的 (或 民 蜀 

称 的 》。 


[| 
É 
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AN. e a k AAF A, 二 A. 是 对 称 张 量 ,423 — As. E 


a R. 


fa 3 
+ + 
tm 


设 A. EO PRIR BL. B, Rk M A PR BL. DK AE A; B. = 0. 
& RA B B. AER Bi A,B 5 ALR hb K B , HiH ZZ H] 59 BT 


数 ， 


zq 
3 


如 时 用 六 ,的 对 称 部 分 DoR E 让 ,;, 试 证 二 次 型 Dre; 是 不 变 
的 - 


.8 设 4% 和 各 , 是 应 对 称 张 量 , 试 证 CH 二 A”B, 是 对 称 的 。 


sl 
一 
=} 


g 
mi 
A 


xr 
[Is 
= 


"i, 
bw 
— 


aq. 
E 
5 


n. 23 
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5 
5.9 设 古 一 zdAiA1, 试 证 ;总 可 以 写 出 = b LE A: At. y HP 5. J X FB, 
5 


设 及 是 反对 称 张 量 ; 试 证 Anr am, 

TU HE É Bt AP 的 缩 并 是 纯 量 (或 趟 变量 )， 

设 An, 是 张 重 ,选择 p=: 和 gs, PÑ uE HË 3: fJ3 Pk sÉ N , 3i 18. E 
AETA. 

HIE REE .A7 与 B, ñ PF 30) 28 3F E T F Et. 

bt gË z F 31] +f PE 9K Br 2 Ja] PJ 55 88 Ca yan A DAR 5 Aja o 
BU ## yr TF 3) +H PE SÉ MR 2 H Bu 3S 38 Gay AB, 与 As. (by Asu, 与 
Az 


rE 


试 建立 下 烈 相 翌 张 量 之 间 的 美 系 ; (1a) A 与 A... (hy AW 与 
AÑ 
EIE E 47 与 Bz, BEA — a 8 A Fa) H , Fr SR M A ## Jë — Br 
wE. 
试 证 (a) APER, = A” Bp (DALBY = Az, B” = A BY .从 而 
ie iE IRF RA Jr ÉE A Pk 2388 12k i S E — A A E. 
ik Ar" 与 B, 是 性 意 张 量 , 车 ABCC g EAEE Cig) 
是 一 张 量 ,并且 能 写成 C 
设 Alp pB =C” yk rh B, 是 一 主意 的 一 阶 协 变 张 重 ,” 是 一 个 
一 阶 的 道 变 张 量 , 试 证 ACO.) E — + — Br k S K 3 , | 
i a A B: 是 任意 的 道 变 条 量 , 而 CA'B’' 是 不 变量 , 斌 证 人 ij 是 一 
i 

A: Jt [IT £ BJ W tF 2: BE ,而 CAA 是 不 变量 ; 试 证 全 ;十 局 js 是 二 
m km. 
设 ds = z. dada E: + 3 #t . bK TE z J — Br xq TR Eh TEH., 


am 


1 


x 


z 


ul 
里 


站 


xt 


. 27 


. 25 
， 3 


. O 


. 36 


ORRE E SR £ h Pr at 3 R. 


(ay 138 — T BJ z 5 8 Ju p Bl t 2 IFLA. 
Eu Ëu Zs | 


|. Za Balo Cbl IE g = ga CJ. kh IS CU. P 0k 


8ga ar ga 
aW PR K 5 K S XT 3B 3 k pK Rl. 


试 证 : (alga Gi” D + gG (03,2 + ga (3, 3)= 0, (tb? 者 jÆ ps 
Jab ip-k) =Ù, 

y a OCR) . = | — 
E X g: = | P GU- WEH FIR z== |p a 10 rFR ER za 
J p N K. PK TE gag" =, 


N n 1 1 1 
Ú UE #E yE. 2 ERKE Rir lB guia S aa ° 


TRE T MEKKE asb. + JJ u, = ga; + Pb; + Ye + bÑ, Yk a == 
E anbe, , Euv , E paba 


E ript € s b. È plp botr 
12 8 23 5⁄ TER S: Bu SE IE] 3 35 $n 3 Pr zx , ARREA AS, 3E UE BP T 
flj T TH yE 2). x! : | p? 
证 aee =i M ahan RER 了 交 
aoan ENERE EEA r 
fe 38 r EE Yr FS pR H. E Eai 
DELER HHA F Pid 2 BL 05 
m; 
b, = 3i + 4j,b, = — i H 2j + kb = i+ j+ K 
WE eaog” 22 T H PE K BE. 
Jr ds2—= 5 (dal 4 Iida H idet — 6drldz2-- dded", IX S g 
与 g”, | 
设 dst = 3tdr! Y+ p(áz2y2 Ad Y — bdr de R g 5 z". 
(a) Rk A? j B° BRR, RIE gy A'B 是 不 变量 , Cb) PR iF 
Sm O BRER. 
SCA A CEB) 
FN šB ñ + Z 8 fii 3: EF SH E ffi 8 A 8 s 5k a ay J E rz , R E 
=. zr. za 也 是 右手 系 , 试 填写 表 的 最 下 一行 的 空格 。 


45° 


— n. 


' 1207 


B° 


“ay 
T 
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5.37 WOE = #Ë = maj S RH 2& s SF. — [B| 3 ff ËJ 3 55 29 


Caf- 一 一 -E :一 ，。 CORE; 一 Sa , Cose = — En -一 
I S Mansu F ETTET 
5.38 IHES HE == B] PU TE E 3 ER # PEP cg. 
= gus == rT, = Ü. 


39 E Sge V A Pk AS Z 8, 

5.40 Dki ERP p; en A.A. 

s 41 Ék A = ga n E At gA, 

542 谱 : 人 一 ge4, 试 证 A= z A. 

5.43 HAEHAE AE £ SK E, 

5. 44 HARR PER BD et 3 kE, 

5.45 WETHER Jy E F FE RBF38 A: O HERA 5 3 h E. Cb) 
二 阶 道 变 张 量 的 变换 方程 (NM 一 31。 

5.46 试 将 下 列 变 换 方 程 写 成 矩阵 形式 :(a) 首 变 矢 量 前 变 摘 方程 ,(b) 
— Et Hi 20 sk g 6 aF à E. (ic) 二 和 阶 和 混合 张 最 的 变换 方程 CN 一 


3). 
5.47 设 二 阶 对 称 张 量 A;; BJ SE EE 3 5 PE z 25 
1 1 Ọ 
CA 二 |] 2 i 
o 1 1 
HR E MEESE., 
739g 
5.48 EZR KAAS 7 4|,; 试 求 它 的 主 值 和 主轴 
. 0 4 7 
方向 。 
5.49 将 5.47 题 中 张 量 A; 4k ANAE. 
3 2 0 
5.50 计算 张 最 B= 0B) 一 12 3 0| 的 平方 很 vB， 
0 6 3j. 
5 一 tL 一 1 
5.51 本 4 ol .利用 4 与 各 的 主轴 重合 
一 0 4 
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二 


这 一 结论 , 求 4 的 平方 根 V A, 
1 O 
没 张 量 二 (BN) 一 |0 3 
—1 Q 
CHY, 


— 1 
0 |. fU H HU 3E-5 S % s pg q 
2 
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36.1 ERHET S 


AiE F iie 3É Pt 2 AR == a 89 8H 58 , G A Ht 22k SK Et. ;,:., 
j BQ. AAEH Sr. BH S — fh T 35 — #h s B ER yb 3E fF = 
(Christoffel! symbol), 


L 定义 

s — #h sa HI SR TG 3E T = : 

Li R) = +| 2 + Ke Z (6.1) 

s — #F s F Hq +E 3EË +$ = ; 

人 = L £] (6. 2) 
£f) 

引 A, PJ X S ph Ay =. AAE, 45 Tie T E IT 3 Fk g PU nr 
断定 .两 种 符号 中 的 指标 除 一 个 5 如 Z )3r Ik LELIA REAREA 
作 下 标 ; 它 们 适用 于 一 个 上 标 和 一 个 下 标的 求 和 约定 ， 

W IN (6. 2) AM Bins tE 


了 ` 


藉 定 义 可 知 , 这 页 种 符号 对 于 7 都 是 对 称 的 ,部 


` ARDHE RERAN EA JE 所 和 CRR SS — Bh BI 3Y `. #h sz 3 Ja yk AE 


`. i 
和 kr. RË Din 5 liki i= h, 
ij 
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— LANSE 
Ejk] = Lj], 1 |= | | C6. 4) 
FS, ji, 
于 是 在 NN RREZEN R 中 ,都 各 有 一 3 二 个 独立 的 分 量 , 例 


如 ,对 于 六 一 3 而 言 ,L7 天 有 18 个 独立 分 量 ， 
[11,1],111.2],C11,3],. [12.1] = [21.1]; 23.1] = [32.1]; [31.1] = [13.1], 
[22,1]. [22.2]. 022.3]. [12.2] = [21.2]. [23.2] = [32.2], {31,2} = [13.2], 
-33.-14,[33,21.[33.3], [12.3] = [21.3]; [23,31 = [32.3]. [31.3] = [13,3] 


i 
对 于 | ; | 也 类 似 地 有 18 个 独立 的 分 量 。 


1217) 
2. ”用 克 里 斯 托 菲 符 妆 表 示 基 本 张 最 的 导数 
(DOHA. D) A 


3 | äri; 
Cik] = zl ga | Ba _ wa) 


ar’ a= 3x=* 
< — .1 dgs İB j _ dEr 
B AF INE ER [Aji] 2 | J + a= 人 | 
因为 m. je X ER sk WK , t p. EAA Hü , 48 
dG ik _ 。 
Fri 一 Lijk] + [Rj, ] (6. 5) 
(DA 为 gug” =ð; 


对 z 微分 ;得 


Igu a | BE = 
3 Ë + ap Si O 


内 乘 以 "有 
de"™ | gg“ IZ ij k jm 
Beur = Y = la'a 

EG. DME. 2548 A ER, 48 
de™ 
åz“ 


=— g*g™ Lii, j] 一 gřg” LHi] 


efe 
E |; j 


. ]4ġ 


ik Faa- m Fri . 
— = 一 (6. 6) 
dz £ (7) g 请 | 


证 : ga PA g= |p Í |= gaU RO N M z KORI) g, B 
余 因 式 GCT 下) 一 BF , 
注意 到 GGO PERA Sa 所 以 


dg aer: 
a (rÁ r) 
dg _ E Bp ~ Bir 
år” 和 Be GO. r) 
=g g” r = g gr ([jm r) + [rm jp 


se (hl ajj- 


3. 克 里 斯 托 非 符号 的 变换 律 


协 变 基 本 张 量 gu 的 变换 关系 是 
一 ar ar’ 
Eia 一 T 元 or 6. 8) 


HERI >" 求 偏 导数 ,得 
gm _ ar ar 3 Əz* Pr Qar 


dee RR" Qz az" Rd arm” 
ar 学 mv 
LE rT y. 【 
ar Jerda" U a 
轮换 指标 smen W ijek JEI 4 OM bn. A 4 2S 48 By A E., 
Jg ni _ a a: AR aj ax: z" ar“ 
T= =— — 十 一 -一 = z; 


dr gr dr Jx" gr ðr” ðr 


art xr 


az" Pria" 
IE m — ar’ rŠ de js a=: Z =: 3r’ 
O O az" az ar A ' arar ar 
a x 
Jer arar a ee) 


PITO g. 


METIEN | 
2 | gr” Ar dr” £ ñ 


= .. gz: dri Əx* ar F 
[Dan] = kl 25, SS SS + gu SE 


道 变 基本 张 量 sg” 的 变换 关系 是 


Ar" ae” ， 
P = . 1 Ü 
g" g” 3 Jr (6.10) 


Eg st (6. 9) WAH q 3E 2 c. 1065 FH py PB 14 - $E Tal Fa 15 
fe) OF Ea 3r Ar’ 3r? Fri 
EF, 


= — —— 5.11) 
N Ar: Dr Ar” ar’ Ar'ar” ( 


z (6. 9)5S I (6. 11)25 Hi Y MAA sa Ba Hq #Ú 3E 2£ EF ERE. AS E 
方 的 模 线 表示 它 是 在 坐标 系 工 里 对 于 基本 张 量 gz 计算 的 .变换 关 
AR e DA PS B SE E EAE ED AEE ETE AR o PT AE FE AE M AO AMEER 
h, E = OR RE E A RE Pk 03 BEL TF , 2 PI PA 49 S 09) E Bee 38 
T sk Ft 5 a h a, i , 
将 式 (6.11) 的 两 边 内 乘 以 到 ,得 
fr 一 12 | = — MEF (6.12) 
artar |m] az ¿j| ar ar” 
yx E. F] >" 对 二 WJ — Br a EA E — #h >a, E H 3 3E f 5 2# Z< 
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im 


二 阶 偏 导数 的 一 个 重要 方程 ,以 后 常用 到 这 个 关系 。 
S6 2 矢量 的 协 变 微 分 
在 研究 矢量 的 协 变 导 教之 前 , 先 考 察 基 矢 量 如 与 六 的 协 变 


导数 。 
BERRE g, 的 协 变 导数 是 


E; = [gn (6. 13%) 
闭 变 基 矢 有 量 弛 的 抛 变 导数 是 
Ë 
g | je (6. 14) 


s uE BH >K (6. 13). fB Bh TF 
= H PS JE , mn EH 6. 1 所 示 , 列 出 


PN zB 3 2 Ba — [B] E Rh ƏŠ ss WD 
f: 
_ A, . _ à= 
Ha 一 Ee eh Lt, = gibt 
(5.15) 
iri dr 
gu = Brt &: = Br gO 
| (6.16) 
g? = g'o Bi = Eug 
(6.179) E 6.1 
日 
aS T azar arar" m 
dg. _ TH 
F Im Fš A E BH 
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” Fe ar” 
ki) artat get 
将 式 56.16}) 代 大 式 (6.1), 得 


2| ar at Ar” 
—1[ 2 [3 atg q 2 [ar ar 
— > Ea c Br | 十 3 ar! Fm 
— Al ar” aT s ] 
gz") art art ” 
_— 11 32 àr az" dx 
— 2 | arar ar t ai amar" 
22" ar g Ar 
atar ar” L ar arar" 
E ata gr" _ Je Dr | 
ar" ht Pr T art Ba 和 


A Sy A Hh , 55 28 15 S 6 THI +H jË ; 3 F Š= ie PTU 95 4 Hh 5 5 #H 
消 , 于 是 上 式 可 以 写成 


2 Ian 
Pki m] = 2 m 


arar ge™ " 
H K (6.2), 有 
| mp T 2. Re 
lez) 了 
但 是 
miy AE ar" arsa 
E Be — Jr" Fr’ a’ Qa 
IT a geg, — gz" 
Ari Ar” | Jr 
| mO 22 a" 
Bir 1 MEE Epo 


这 就 证 明了 式 (6. 13). FEMA C. 14), 
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H FK (6.17). 


gT 一 gg™g,, 
所 以 g zt c BIT F OA 
gt" _ a » ge ; ag 
rE TEA O J. rr — > Pn 
ax Arf rg” "Ein + A ar Ë mr I É E Ar’ 
P gg" g 
= eT 中 站 iena “C Pr 
ax: Bp Ra Ë + 88 IT 
dge" Bp pn 
S2 Gr + za” G 
de AE aa 
于 是 ,得 pa = 一 g” g" zs 
X H >K (6.178 
Əg° ss ™ km I m gg in Bn 


将 起 人 a) 及 起 (6. 13) 代 人 上 起 ,得 


g _ Ë AEH OF pn A rr 
3 gg Eee, 十 R|” hgn 


Jg Erp 


+ gare[nl 可 | £. 


(7e 
=| — gh x, + “tema 
| 


Ə 1 Ə 1 Iam oon 
和 
1 | dg ,pn JE pr AE in 
一 ka l È Fr O n 
# L% 十 ae I 
Ë 
=- glin pe 一 一 | G 
in 
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Ca) 


PL MEHE f oK (6.14), ` 
现在 研究 矢量 的 协 变 导数 。 
(DORRE & 写成 u—ut g, 


a _ a |a [R ya 

a a Ë+ P u “IL Suha: |as 
, 3 _ de Ë N" 
10 Ha 二 Fr + m" Z 
rz 称 为 道 变 矢量 下 的 协 变 偏 导数 ， 

特别 地 
k Ë | Ë I 

¿h 一 2 十 (i 一 s + w Sdn VE) 

于 是 us = 1 Zey gui) 


《2) 将 矢量 站 写成 umg 


chiy ， rs 
i S TL PSI 


ki 
记 maa = Fa iun 
z EF AERE n HEF, 
最 后 证 明 协 变 篇 导数 的 张 基 性 质 。 
k o Ai Bt 
因为 A = À = 
特此 变换 律 对 r k 8 T, 48 
2A _ JA a t A 
Ar Jr” a= 了 mr Dr wa. ar’ 


# H k (6. 12 385 ER — Bi 8 F , 15 


(6.18) 


(6. 15) 


(6. 20) 


<6. 21) 


a È. 13) 95 (6. 1d47 的 证 最 引 自 A. C. Eringen BAERE GO Pr 2 C Pa +É 


ge so Pe $b H MA 15 一 书 中 的 译注 {99 而 )。 
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gA" A Ja" art m| (e ae] 


pa _ har" hi: ax i Ar ar? irs] dr' ax" 
H 3 (6. 21) 并 适当 改变 哑 指 标 ,方程 化 为 
JA* Ë | 1 a4 [71 z arf 
— A` = =- 一 一 — 
T g ES a dr Ar 
, _ x ar” Ar 
Bp AT, — zV, 2: ar (6. 22) 
此 式 表 明 A 对 x 的 协 变 偏 导数 是 二 阶 混 合 张 量 。 
及 因为 A, = A, < | (6. 23) 
Ar 


HEE r RRA” G 
gA, PA) art dr 


_ 


ass 
ər ac Jr ar T ariar 
再 用 式 (6. 128 E — Br T = #x , 3F E 214 k TE INE JE Pn ,将 式 46. 23) 代 
大 后 经 过 演算 得 


A faa A [Tja aa 
a= | z | Ade” JH ar ax: 
-一 ari ¿p 
A = A;a — — B. 24) 
Pp 人 F" ari dr ° 


Ik HH A. 对 心 的 协 变 偏 导数 是 二 阶 协 变 张 量 。 

在 N BE BK JU BB 48 == IB] E! , ñil 5 26 JI BJ 3 SF s 2 8 E Zt E fil # 
标 系 ,除了 guj 一 pw 一 二 gww 二 1 外 ,基本 张 量 5 的 其 人 分量 都 为 
Z, PIO + BJ ya, HI Rir 26 3E #r AFT kb bh z R SF S RA, A — Nz B Ta 
导数 相同 , 协 变 微分 法 就 化 为 一 般 的 偏 微分 法 .然而 ,即使 是 在 欧 
几 里 得 室 间 ,如 果 有 用 球 极 坐 标 系 . 则 克 里 斯 托 菲 符 导 人 恒 不 都 等 于 
=. 


36.3 张 量 的 协 变 微分 


上 节 我 们 讨论 了 矢量 的 执 变 微分 法 ,得 出 了 含有 矢量 人 篇 导数 
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的 张 基 .这 样 的 协 变 微分 法 能 天 推广 于 张 基 ? 本 节 将 作出 肯定 的 回 
答 . 为 了 不 失 普 遍 性 ,选择 二 阶 混 合 张 基 A; 为 例 ,因为 这 个 张 量 既 
A w Etam A D Em AREER ANEN. 


A = Ew A 
2 "F 
H ERARA ,得 
x E = ar 经 (6. 25) 
Ar Ar 


对 r gao HAAA 12085 3 ` ` r fa p 3⁄ , 8 


A` oF a I r z š 
2A; ar r5 SZ- mE 


3r? ar 


O a Art ar 
HA. 25? 并 适当 改变 哑 指 标 ,方程 化 为 


2AT 2x ar arl |2 a l, r ax ` 
一 F 


P: jk AT 
faa my galr Y| a az 
u | HA] AE- a 
HUA HEA: 
2AF m " | 
m == — AT — r (5. 26) 
Ar, ax: + 1 W 
于 是 上 面 的 方程 化 为 
— gr™ a Q a 
Aa g T A qt a 
PFE A ao a 
— J ar’ Ar > 
i — an 92 a Ar . 27) 
A. AT, Jr" ay Ar ‘6 2 


可 见 , 4? 是 三 阶 混合 张 量 。 这 个 张 量 称 为 A 对 z' HEF. 
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HME Jy TK , u] A HE — Er 95 E qK bk h ik tF S$ 3k E: — Bt Y 
合 张 量 ,而 二 阶 协 变 张 草 的 协 变 导 数 是 三 阶 协 变 导 数 , 部 


kt È Z l ` 
AY == MA + A J+ A (6. 28) 
Par 
一 3r" 3T gr” 
A" = At, == = = (6. 29) 
o JA p r B F 

Alat, 一 3 Ay L A, 天 | , C 6. 30) 

一 2 
Anso = Ax... = = = (6. 31) 


对 于 一 般 的 高 阶 张 量 , 可 号 出 如 下 的 表达 式 
ai 


3⁄4; tP 
te? ki F... E kea 
P BA =  _ IU > ; É Pa Paj tA 
Agh 一 一 二 l: "At. 1. “aa 1 "Pa f 


ef) 
— z "i pai dagy, 
这 个 张 量 称 为 张 量 A 对 z" 的 协 变 导 数 。 
F tii BH SE BB T Fp SR B) SK Bk , PB za, 32 P së ó; AH E, Ay CRicci) E 3 
KHE g... g BU Th 28 Sp 3 , 
根据 式 (6.25), 有 
n he- [L] 


gr” im 


50 mii me 2 ($. 32) 
HA. E TF EF S g pmnp AE S SK Bd , S Pq sap Sp ór JÜ 
wM- W S, 2 À 53 BJ H SE Sp 9k 95, 
FHH SEKE geg” B bb Ap FRO E. RI 
| Bun == Ü, g, = Ü (6. 33) 
根据 式 (6. 30) 和 式 (6.23), 有 
+ 158 。 


JUST í 


Bu _ rlo ú 
BH.m Tam É £m Eir Im 


d 
= 一 gug [Ëm s] 一 geg” Lims] 


Eu _ pm 1J] — [Im,k1 


ar” 
_ Igu — HE- 十 ago En) 
dr” 2 ge" ar“ ar’ 


1 dg w = 一 Ze) 
+ | 十 axr: ar) | Ü 


因为 PE, = ĝi 
将 上 式 对 r" kH E TA (SF bp TFAA IL T o, 482 
BFEr 十 有 En 一 站 
根据 刚才 的 证 明 ,可 知 第 二 项 为 零 . 即 
B aBn = 0 
因为 der g. = 0. E SH S tE J wë H BJ WE — W J 
gt, = 0 
至 此 , 式 (6. 33? 的 两 式 证 毕 。 


全 6.4 协 变 微 分 法 规则 


协 变 导数 的 演算 性 短 下 列 规则 ， 


1. 两 张 量 之 和 (或 差 ) 的 协 变 导数 是 它们 的 协 变 导 
数 之 和 (或 差 ) 。 


(AB 十 呈 = Ah + Bš (6. 34) 
# (6. 28) 代 人 上 式 两 端 , 即 可 证 明 等 式 的 成 立 。 
2. 两 张 量 的 外 积 ( 或 内 积 ) 的 协 变 导数 等 于 两 项 之 
和 ,每 项 是 一 个 张 量 外 乘 (或 内 乘 ) 另 一 张 量 的 协 变 导数 ， 
即 
* 159 + 


CATB mdg — AAD jm + ATB pas 
(ATB) a = At Br + A Bia 
HER iE. 3509): 


3 .. ff [| 7. 
(AYB) a = (ANB) — A” M Be Harj |Ë 


— A Bo | P = A'B P 
[È mọ 
=| a 


= 十 an at A| |) Ba 


KL a Belna) 


iÈ mk 


= A Bim + AYB imi 


(6. 35) 


(6. 36) 


(uE EE > 


3. 进行 协 变 微 分 演算 时 ,gw . g “和 Sk A U E 


CR Aa) om = gnii 十 .ds == B Aim 


S6 5 不 变 微 分 算 子 


1. 梯度 


由 Š 2.4 可 知 , 纯 量 场 名 的 梯度 可 以 表 为 
grad® = Sg = Y P 


式 中 哈密 顿 算 子 V =g 


张 量 4 的 梯度 定义 为 | 
gradA = A „g” 
若 张 量 4 为 三 阶 混合 张 量 Aim ; 则 其 梯 府 的 分 量 为 
(gradA):,.. = Atman V Aš. 


2 
a 


. 1590 * 


(6.37) 


(6. 38) 


(6. 39) 


(6.40) 


AFRE V, 表示 协 变 微分 算 子 ， 
2 WME 
Enc. 3o. LD, RE a B) Ek BEF 3 


diva =Y -a = g: + i a'g) 
3 o — 
一 入 . gral, = a, = = Fx d: V g a) 
ERE a 的 散 度 
. ; ] 8 
diva = Ve a Š i Ea’) 
⁄ cha 
diva = gg 2 Cug) = g" = 
HERE a, WAE 
. 1 da 
diva, = g* E 


(6.41) 


¿6. 42} 


(6. 43) 


(6. 44) 


张 量 的 散 度 可 以 定义 为 一 上 标 与 代表 协 变 微分 的 下 标 缩 并 后 


EI EAR o AN: V B Sg > 


ja m 
i B.V 一 8 一 = BUT: ggjgmg == BES: a 


aB | ， | " 
rt BU, g g g" = Bn g g", 


不 过 , 散 度 都 只 是 指 张 量 中 的 最 后 一 个 上 标 与 作 表 协 变 微分 


的 下 标 编 并 的 和 情况 ,如 
diva p a SAT aa 


= Y ATT 


T 


C6. 459) 


对 于 对 称 张 量 而 言 ,被 缩 并 的 上 标的 位 置 并 不 重要 . 


例 6.2 T u 1 — 3 Ik , P 25 Pk k , DÚ TE 
divu = @divu + EREET Q 


证 ; divu 一 Coa gr) 


ZF am 


= 151 ° 


— ?* “2 e a IP 
= = yatu Z) + t ar 
= divu + u + V P 《证 毕 )16. 46) 
3 E 
HH Š 2. 6n[ 51 , 5 BL 1⁄6 u B) 8 HE 3 
gl ez 6 
9 Ə 3 Hi 
curl = w x Hu = ax. ar, ar. = É; Ë; ax; 
ty Ha ü; 
HRH wp ax。 E (z | E [= 
— —— 一 一 — — H, — 一 一 W, 
arr ax” gz“ pq Ac? Pq 
= tipy 一 Hgt (6.47) 


用 张 量 形式 表示 N 维 空间 里 矢量 (一 阶 张 量 )u 的 旋 度 为 
curie = V X H= g' > =a Gg) = g* >x B Hik 
= € i Bm (6. 48) 
4. ” 拉 普 拉 斯 算 子 


由 式 C2.51) 可 知 
V 2 —div grado = div V P 


ËE 
2-a j (6.49) 


# @ Ej g Ent, HI 


PE ap 
2 pF) = @ = 
Ar 


m tY 


-162 ° 


V (AP) = bN F + W V P 


得 
PN Wq Hx Bx. FE +# 
V (hg EV — > Ç p- V W + W Ç D (6.50) 
36.6 ARMI 
aP om at dh ie rèc x° (z) 3: RE Tg , En E R BL P u (y) PE 22 55. z BJ 
nq ç . H E: n[ f 5) , DH 
dr A dr _ 
u — ar dz (6. 51) 
u 
因 为 , p == H uE 
、 du dz _ OŠ 
Bir EI dr H dz S Br et (6.52) 
由 式 (5. 18) 可 知 
dut _ [am fR | mdz 
öz ax: fi | dz 
Bu č dat [È | , dr 
称 吕 -为 w' x r 06 rika B E 9 3. 
HTAR . 
SD 中 _ 
F”: = F v 6. 54) 
对 于 二 阶 张 量 4.; ;有 
64 _ dA tt dx” _ |m] dz -= 
dt 一 本 十 n :dr H ~ dr C6. 53) 
x] T PS Bi sÉ Ht A aeg, TE) 
A $d (6.56) 


a] BL. yK Bt py Vq 84 S 32 RE Tl JE. 3 B) SK E [aj Er H lal 3 AJ Bj SK pt , 
F E 5 Ia Bit A 2 S 32% l t 
Q 4: 


O BIBAR i drj dz i 
S = s| y |= Aa r | Fr: (6. 57) 
AAE B Te: AS 25 R BU Ç 
基本 张 量 geg WARTA AF, B| 
EF 
gy — èg — o (6. 58) 


H E X HI HI AR S 35 65 j= 35. ER AJB PIR xE fk >p TK 09 8 Pt A DM. 
FR u XA: MAHA. ED 


u = Hirst) (6. 59) 
则 有 du auj ,a dz 
dz Oo P Rr | dr 
i Pat a dr 
=| EJ Ó+ .i dr Ë; 
引 AITE 
b 
de = De a, (6.60) 


用 下 式 定义 矢量 时 -为 z" BJ A $ $k (material derivative): 
Det de 


= = = + a E (6.61) 


LARANG AAKE. Am ap p — Br SK ACX ,1) 
而 言 , 有 


DA; L24] a, 92 

Dè å Tolik dz 
aa àA: f 
= + (6.62) 


J|, E zÉ Rf D BB 5 Hb 38 th 4 W S: 9 SAATE 
之 间 的 联系 。 
因为 基本 张 量 gw gs 与 上 没有 显 式 关系 HE 
* 1564 * 


Ar — 7 = (6. 6393 


ERF È PE, EF S 893838 8 48 yz A EE 00 38 E p WN , 


3 6.7 相对 张 量 
定义 ”如果 ptg 阶 张 量 Al... 《 权 为 四 服从 坐标 变换 律 
A, a arh arh Mn, 
人 -一 = Jri " JEn dr 3 ri HEE LG. 54) 
则 这 个 张 量 称 为 权 为 otk., 
WË H] sË +y 3) s: 
ar Jr . _ 
T= de] Z= Z| (6. 65) 
FT, K (6. 64) 可 写成 
An: _ pw =. ae ar'l ... az 4 e-t, 
ÄV. = J ` 3; 35; = 1 n, (6. 66) 


指数 ww 是 一 个 数 。 klia sis 30 5 K 39 X K RAPHE 
i k E M e A e BJ 9 Ba , H TRA., 
权 为 @ 的 相对 纯 量 、 相 对 矢量 ,相对 二 阶 混 合 张 量 分 曾 为 


盏 一 cr Br: (6. 67) 
] an | —= 4i 
A 一 z T a (6. 68) 
— jr | i 
,= = = A, (6.'69) 
= | 至 | p = at (6.70) 


u 1 8 E. T E n EITA J BJ ( — A A 3 PS XJ SK Et , H 
HKE: RZ. HJ RB o BS YH XI SK Ht, ED F$ 2 xT oK B. 


EE 是 权 为 1 的 相对 张 量 ( 张 量 密度 )。 
+ 163 ° 


3 | — Tr dr! 
uE; go 一 i gim 
两 进取 行列 式 - 
二 æ] æ] Jæ 
8 ir | lael ES lE 
. 7 一 Aar|-! 
B El x F F x Ë (6.719 


CEHE) 
HERET dV JE sh Bc 55 FE , HE k Bt E PE BJ oe. 
AE RARR T dVY 是 按 下 述 规 律 进行 学 标 变 摘 的 ， 


dV (Z = |Æ javo (6.72) 


这 就 说 明 dV RRA DEA RE JE , 
TH XT sÉ E A. RE . 2F ( Pq 2 3 , 3 3E SE D a Pa. bg 28 k B 
的 运算 相同 。 


本 章 概 要 

l. s H H TE3E f = 
第 一 种 克星 斯 托 菲 符号 

.. — 1 | giz 

EFE Ea z! 3 本 
第 二 种 元 里 斯 托 菲 符号 
¿ 
(S h= g" Tij] 


EJ 


Wa _ az iz ] 
Ar r+ | 


i 
M . [ijsm = gm. 
: ij 
2. Hz B Eq +G 3E $ £ 3 8 2Ë 2 SK Et Bj A 
* 166 ° 


ra _ C. . . 
Fu Lijk] + EF s: ] 


3、 克 里 斯 托 非 符号 的 变换 律 
r, Br av dr ari Fa 

Eman = |; Pr: —— —— 一 -一 + r, —— —- = 

L J= [ijk] 元 二 ae T 8 r Ba 


sr. DL e 
| ij| ox dx aa” ar dr 


J. E E Bib 3 V x 


5. 和 基 量 的 茵 变 导 数 
道 变 舌 量 的 协 变 导 数 


6. 张 量 的 协 变 导数 
. 167 ° 


Ar” mr | mr; 
dla | ”| |7 | 
lees Ar” Ir | i lm ; 
gA; J: 1 A | 
as 5 p T “N A ial 
ai la m 


' ... A. 
Dl, aa a 
m -1 ñ 
人 = J, g” 一 Ds, Br rt — Ü 


7. UPER E EM I 69 t& 2y z 3 #R PJ R ZY B — M E , 


8. 不 变 微 分 算 子 
梯度 


(gradA)t1,.,. = Atim 一 V A. 
R FE 


1 2 k 
diviA = —— — ú“ g A") 
f E dr 

JA 
div A, = g” = 
_ ask > aw.Ëk pH 
CAVE Al. 


JF 
i ku 


= ATAT 
Jaa nr "| a” 


š. 
x 


curl = WV >x u = E Uu E 


Haag 一 


" 168 ° 


9， P RIAI (28 Xd SE SN) 
Su” de | k je” dr’ 


ë T d t lol dr 
8 A. _ dA; | z p dz" pm , dx* 
ó — d T aal ' dt pla” dr 
gu _ èg" _ 0 
Öf öt 
10. 实质 导数 
Dz” et dz’ 
Do g |, T a de 
DAL _ àA: i dz ad | ŠA; 
Dz z | E dr 出 OF 
Dgs — Dg” = 0 
Dr Dz 
11. 相对 张 量 
权 为 由 的 相对 印 量 .相对 和 基 量 .相对 二 阶 利 合 苞 量 分 别 是 
= E 
p 一 = BD 
Ar 一 ú 3r ， 
A = ar 3 
一 Ar “ mn. 
= |> A, 
u L l| še az ,, 
anat” Br 3 


ZZ EOS 103 S G Ram. z = || 


5J 题 


o [k] fè) 
6.1 WHE G) is, kl1=[ 5.5] cii): =l ole 
EF H . 
= ]635 + 


G. 


所 1 


=] 


. 13 


. 14 


£f ` 
seuel) 
ti 


试 证 38 二 [i 二 | 

, Sg O y SEO aft 

Lan: lel E a) 

H AE EETA ,g,; = 03 IB] IB RJ S A EEE E S, 


计算 5 j oe — D 5=5 B) BI p 98 — #h Te, HH 3 +E iE49 = , 
成 求 : 0O A E 3 B ff 3 Pn 35 , CH RE SS PF 38 ` Gu) pR 18 E PF. 3: ri Bl 
s — Fh w, iF Hk +E 8F #f = , 
HER: G 8 E 2 8 f ER. Gi) FEE 85 PE Z , CDER Æ pa tP B 
B- F B PE 3E 22 5 , 
计算 度量 为 d= fdz!) [ert — Cat ]Cd2 2 y Bf B 35 — #h sa, H: 
WHFS. 

TH PR ya, E eiA = , 85 nu EA 

(Ade = (det Cr yY drh A Crn sin e (dr y, 

Gids? = dr 二 Cr s3) Cdr). Ee C RR. rH a Ë PÑ $ , 


REE ar" artat | m } 


— n Ea | bg 
pü K TA GE RH F >° BJ bp 3 SP SK. Oga At GDA Bes Gn) 
SLA; 
WOE FA É Br 48 T <° ñ) By 2 Sh 8. GYA a. Cu YA. Guia, 
(iv) At CY A n 
试 求 下 列 张 量 相 对 于 x° 的 协 变 导数 :0 AG. GD A a r O YAm » 
A e OOA E me 

34, i S 


设 A, RKE S£. PC YE . A, = \ pa 


BARKE E ama A 是 张 量 ， 
g3 


试 证 ; Giga GD GDA 的 协 变 导数 为 零 。 
试 证 


JA BKE. 


- 1 ;. í] 
aslo cA g H AF] a 
2 z aeS (jki 


. 170 ° 


A. = = a A vg sail “J 


试 求 ABr 相对 于 >š 的 小 变 导 数 。 
车 AA — HE 2: Ht: A pe BE , bK GE 
Aga — As. + Anj = 3 
WIEC g a m). 一 ga Atm. 。 
HARRA A'— z? A, M. A, OHERA A 的 协 蛮 导数 。 
在 柱 极 坐标 系 中 ,试用 道 变 矢量 4* HARARET A? b9 NK HE 
div A? 。 
在 球 极 坐标 系 里 ,试用 A 的 物理 分 最 表示 diva”, 
ZE (iy EE 1 sP ba 3: , (ii) 球 报 坐 标 系 里 计算 WV: 古 ， 


成 证 div 4, 一 =a V g gA = divAi, 

FARE: WAFAA, K SR t IPS Pa W Pp S RER D. 
CH) AT, GIJA, p Civ JAP pan ç 

PËORG ga At GDALA GD gai A, 的 内 束 导 数 。 

PF F #U ERE ¿ Ha S A A, bK s A Eak Bt bo A M: GA, 
A CIDA Bh. Gv DAL (6 RRRA). 


WE- (AA, )— 2g A, S . 


设 An, 与 B, #F S| EE 348 39 中 与 an 5 8 X E 8k , pü UE 2 IT 09 vq S 
外 和 不 是 权 为 ooy Han BJ ABRI E BR , 

设 An, 是 权 为 中 的 相对 张 量 , 试 证 8 TAN, EAER. 

武 证 两 个 权 数 相同 的 张 量 的 和 与 差 ,是 与 原 张 量 同 类 型 . 同 权 数 
的 相对 张 量 。 

ACB, = Cs: 式 中 加 "是 权 为 mi 的 任意 相对 张 量 ,Cr 是 
一 -已 知 的 权 为 wi 的 相对 张 量 , 试 证 ACA sg) EAR e — o AG AA 
张 鲁 (这 就 是 相对 张 最 的 商定 律 }。 


. 171 : 


SLE RESSAR 


$7.1 RZ- m H Hr FG 3E sÉ 8 


由 微 积分 理论 知 ; 在 一 般 情况 下 ,; 湿 合 偏 导 数 的 次 序 是 可 以 交 
PEKI, Eli | 

oF IE 

arar azhar: 
-大 们 很 自然 地 会 问 : 张 量 的 二 阶 协 变 篇 导数 的 次 序 是 省 在 一 般 情 
况 下 也 可 以 交 撞 ? 若 不 能 ,在 什么 条 件 下 胡可 以 变换 ?了 下面 就 研究 
AHERE A BJ) — Br y 3E RERA FERA, 

H K (6. 20) | 


AR — IX H SE SE kk, H AG. 30) 有 
" 


可 r 
Ar =s ip — (A ` Le | 
_ R'A; -一 {| fr) 
ariar ax | k (ik 


pr 


TA a hil Aada] Ual t Aia) (e C U 
互 换 指 标 ; 与 有 并 将 两 式 相 减 得 
Ara — Aig = Rio A. 《7. 2) 
AP 
Rig = lal alit (Shel PA T 32 
因 A 是 一 任意 协 变 矢量 ,根据 商定 律 ,可 知 Ri 是 一 四 阶 温 合 张 
* 172 ° 


ÑE , Z S $= B: H 35 35 3K BL pR. B 8 St c HJ pR BJ , Pk 2 3 Ë 
E 4. E WW e E OE aR SK B. E 3 OE gi,dridri 65 b 3 R 3, 
有 人 将 符号 Rin 称 为 第 二 种 蔡 曼 符 和 号。 这 个 张 晤 与 和 失 攻 4 的 选取 
AK. 

HA E 2 yu 14 88 E. B 38 矢 号 的 协 变 微分 从 可 区 换 的 必要 s 
充分 条 件 是 获 受 - 克 颗 斯 托 非 张 量 恒 为 零 , 这 就 是 对 本 节 开 始 提出 
的 问题 的 回答 。 

用 式 (7.3) 的 定义 可 知 : 


民 == — Rs, (7. 4) 
FAR 5 - s S BF IEE xT T TR pR k ERARE., 还 可 看 出 
Rije + I s + Fok) = ü n (7. 5) 


w. EAR i E K Bi 4' pk k s PN IK H ETA 8 FL z 98 13 eE 
完全 相同 ,可 以 得 到 


Aa 一 一 A; — — R: L| Ar - (7. ñ) 
97.2 上 曲率 张 量 
由 Ruj == gris (7. T) 


所 确定 的 四 阶 协 变 张 量 FR... SR Z 3 MF 2 db aO K M. AARTS 
Ru a BR 2 95 — b 3. $ FOP , 
JW K (7. 354K OA sk (7. 7} 得 


3i r) 3 í ry [rilde 
Fg =e — ale AE 
te aHa) 
Í 5 Ir + erly la) skf gle 
利用 式 (6- 5) 便 可 得 | 
Ə o. 3. ， i gir! 
— 2 — -2 [ 一 
Ruj 一 sU s] s L , | + mall.) [rj] 1 


AAE. 1 与 式 56.21) 代 人 并 进行 简化 ,得 


+ (| 中- uylla) s: 


HA (7. 8) DL F. 9) 3 35 : 


Rijs = Ruia 
Kij = — Ra! (7. 99 
Rug = Re | 
于 是 Ruam Rup =O (7.109) 
将 式 47. DIRA gw: 并 对 7 求 和 ,得 但 等 式 
Ri = Rem T Rim = O (7.11) 
在 N 维 空 间 里 ， 和 Ei 为 


K = N: CN — Í} (7.12) 


推算 的 方法 如 下 。 从 式 (7. DFH, 当 =i 或 ;=k 时, 分量 为 零 。 
TE, Kipi t E ñ St, 3 BE dI UII A EE Rues Rua f Raja (Í B th E, 
i 了 和 天 彼此 不 同 。Rww 类 型 的 分 量 个 数 同 R i BOB S SOUP, B 


8 NON — 154, Run 类 型 的 分 量 个 数 与 选 定 1 后 i 和 记 的 组 合 数 
y 
MEME TN CN— DND. Linjak 的 组 合 数 是 | ， |= 


NCN—1)(N— 2)(N— 35, Ek n yÑ S: A $F. 4 f P] ;. 82 £ Bo 5 


后 ;Run 就 确定 了 ， Rin 奖 型 的 分 量 有 NCN 一 CN 一 2)(N 一 5) 
I N 
+. ÈC. 11) 类 型 的 独立 方程 有 | i | =E NND N =N —3) 


个 。 所 以 Ria 23 E Ah ar Pk R El 29 


K = NN — 1) + +N (N — 15 (N — 2) 


+ ENON — DEN — 2X(N — 3) 
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1 ,. ; _ 1 _ 
— NN 一 DCN — DN — 3) = SN CN 1) 


(7.13) 
3 N =2.3.4 Ra t AFMA roa H K =71.6.20. B| WI N 
= z Hj , F TAHEA RERET, ED Ruiz Ü 5 N= 3 HJ , gh 
AFE HS Fd Rizs Risas Res s Rings iez Raay 6 T. 


$7.3 Eja (Bianchi) EFA 


HRI P = 15 3 A p 8 e E bn ( X R ku 3 E ba. FA Š 7.8 
3 ya A 7. 3) WF z' 作协 变 微 分 ;注意 到 克 里 斯 托 菲 符号 在 极 
点 五 为 零 , 得 知 在 极点 有 


Riau = ERW 一 一 


轮 近 指标 7.£ Fl O. B WI TABANE. W = zü HH HI , Së =ü AA M 
完全 相 消 ,于 是 有 

Riau T EI; H Rupa 0 (7.14) 

因为 式 (7. 14) HR £ TN 88 FE SÉ Pk Bj 2 E , Br i k T" r E zÇ XF PF A E 

£ 38 L.l 5 BH AMERS. AARS EA V, 59 8 29 sÉ , BF 2 92 Jai 
(Bianchi) 46 26 ze, 

HRC. LOARA ge E S PN ge AIBE W A Eon- É 


r B 52 Ka 16 38 sN 
Raa 十 Bar; t Fara == Ó (7. 15) 


S74 EB 2(Ricci) K Er 5; hT E 


H S 7.1 5 Š 7. 2 的 分 析 , 好 像 黎 曼 - 友 里 斯 托 菲 张 量 有 三 种 

不 同 的 缩 并 途径 。 但 是 , 因 Ron 对 /和 ;是 反对 称 的 ,有 R= 

C RD, 央 式 (7. 站 3 看 出 RU = irj 3 HE R E F Z] Hi 
* i75" 


Ra = fü, = 8 Ra C7. 16) 
ACT 162 X RARS 8 3 CRicei kE. 


H YK (7. 32 nf 3 
r 3 fr] afr] r >i IAPA 
R. 一 一 i — — -— 一 一 1 ， . -一 一 1 F .. 
p 5 R | | na 0) ir ler | TE 


az: Fr 
因为 
n 
li: 1 l og _ 2 
lizi 2 g ari jlg /8 Í 
于 是 得 | 
= eva -Bha E Bere 
Ro = SZ gv E aiil f lli 让 


(7. 17) 
如 果 c 是 负数 , 则 lg wg MERR lg 一 sg。 由 上 式 可 看 进 ,Ri, 是 对 
称 的 。 


吕 奇 张 量 还 可 写成 如 下 形式 : 
R, 一 = == + l) hal | (7. 18) 
式 中 {lg VR}={ | 


因为 Rj 是 对 称 张 量 ,所 以 有 元 NCN 十 1) 个 独立 分 量 ,在 四 维 空间 
中 , 爱 因 斯 坦 在 广义 相对 论 里 , 称 R. 一 0 为 自由 空间 的 引力 场 方 
程 , 生 称 

R = giR,, (7.19) 
为 曲率 不 变量 。 

在 所 有 点 都 有 R= ighi z GER I ERER), 称 为 爱 
Haz., MRH gi, A R= NI. H k. xT 22 Es fr 38 == [al 
有 
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Rij 一 一 SRE; (7. 20) 


上 式 玫 示爱 国 斯 坦 空 间 的 一 种 特性 , 民 A s= [BI 83) 32 8k HH E , 
HTAC 9). aE AT 15) nr E 3⁄9 
Rapa — Ran, ~ Ruga = 0 
# LK 138 D, 22 ,并 应 用 式 47.16) 和 式 47, 195 48 
R. — "29 一 如 Rs 一 站 
可 以 写成 
Ru = 2g' B; (7.21) 


S 7.5 SEE OHOKHE + F £ Hi >é 


1- ZAREK A 
E AAEE 6 OE X E 
G? = g” R, 一 SR (7. 22) 
将 它 对 rå FEU ETR , A 
Che — BT Ri,p 一 $R 8t = g” Rip 一 R. 
出 式 (7.21) 可 得 
Gf = 0 (7.23) 
1 3 BH 2: E ME Hi SE BL BJ BA Ep 8. 这 个 恒等式 在 广义 相对 论 中 是 
很 重要 的 。 4 N =4 时 ,在 相对 论 理 论 中 这 个 方程 表示 关于 动量 与 
Bë ht p AER E EE , 
2. HEHE 


设 p 2 == [B] V. AAM p S BJ E bi] BB Je SKOR Ar # F° 可 
以 建立 不 变量 R i AABB, 下面 我 们 来 研究 如 果 把 矢量 A” 与 
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B? 换 成 两 线性 组 合 
X° = AP -二 BY c pA + ri 
q A. 2.0 Mr HATER, KAREAR MARC DDA 
接 计 算 ,可 得 
Raa NNIYY = (Ar — pey Ru I AYA B: B 
表达 式 Rut A B D* 对 于 坐标 变换 是 不 变量 ,在 矢量 的 线性 变换 
F. ELFE- PREE. A T GE R a n k E TILDE E R 
表达 式 , 计 算 
(Ea Ei 一 gg XX: YY 
= (QA; + pB (AA + nB: (PA, + rB.) CEA? + rB’) 
— (AA, + FB.) (6At + rB*)GUA, + pB DCA + rB:) 
= (e A AË + ent j3- 2AFG06sB AB ea A 十 enr B° 
+ 20rcosQAB) — (eap A 十 ep 有 2 + (Ar 十 puycosñA B Y 
= (àr — gp) leen — cos iD A B: 
= {Àr pO Cg 一 EnB) A*A BB 
其 中 8 是 矢量 A* 和 B* ZARA. Ait, 34 sü SE F s B) WJ 4° < Ea 
接 盛 任何 线性 组 全 后 ， 
Ka — Ra AAB 
(Buga — FE í A A B B* 
是 在 这 一 点 的 不 变量 .这 个 不 变量 称 为 空间 Yx FRERE A #ü 5” 
相伴 的 黎 曼 曲率 . 注意 :如 果 矢 量 A 和 p.s 是 正 交 单位 矢量 , 则 K 
的 分 母 等 于 1. 
在 二 维 空间 V, 的 任 一 点 上 ,只 存在 两 个 独立 矢量 .因此 VY; 的 
黎 曼 曲 率 在 每 一 点 是 唯一 确定 的 。 选 择 分 量 分 别 为 (1,0) 和 (0,1) 
的 两 个 矢量 就 容易 得 到 黎明 曲率 的 值 ,于 是 有 


| Rinz _ iaz 
K = ——— = 
Bigs 一 B12 B 


(7.24) 


C7. 252 
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97.6 平坦 空间 


如 果 在 空间 的 每 一 点 上 有 天 一 0, 就 称 这 个 空间 为 平坦 空间 。 
从 式 57. 24) 可 知 , 空 间 是 平坦 的 必要 与 充分 条 人 忻 是 :对 于 所 有 的 矢 
E APA B, A | 


R. AA: p: B+ = 
H =: (7. DA 
Rua + Rua H Ranu Rui = 0 
TÆ 
| Ria + Ri = 0 
互补 各 ;得 


Raa F Ramy == Ü 
把 后 一 方程 乘 2 再 与 前 一 方程 相 加 ,得 
2R, F Ras + Ria + R, = 0 
了 可 以 写成 
Ra H Ram T Ram t Rapa = I 
由 式 (7.11) 可 得 
Rea = 0 
反之 , 设 Rart WEAS K —=0., AIEE H Vas 为 平坦 空间 的 必 
要 与 充分 条 件 是 黎 受 - 克 里 斯 托 菲 张 量 恒 等 于 零 ， 
BERT DE, 354 R. = 0 BJ , DA Ri 一 0。 
H = C7. 2) H[ 3 , ZE 3 3 2 [BJ šB , E 34p 2 k L Bit tik 28 48 Sp 355 
HJ zk PF L RJ pi 24 BJ , 4 pR , ti, BT 1, BH gÉ Bt ñ — Bir Py 38 488 SP Sk Ph K 
PF J: a 1 2 PS BJ ç 
JE 2 [B] Rx %t 1⁄2, B: A T BE 5k JL. B 48 a F B fH 3: pa hj ,二 维 
欧 几 里 得 的 度量 是 ds 一 dz 十 qd 如 ,耐用 极 坐 标 时 ,其 度量 是 ds 一 
drž > de, 
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S 7.7 常 曲率 空间 


下 面 考查 另 一 种 特殊 空间 和 党 曲率 空间 。 在 这 样 的 空间 里 ， 
每 一 点 的 黎 曼 曲率 与 相伴 矢量 4* 和 B° 的 选择 无 美 。 由 式 (7. 24) 
可 知 ,其 必要 与 充分 条 件 是 :对 于 所 有 的 矢量 A* 和 B°, 
[K (g, ga 一 Emgy) — Rup AB'B* = 0 
EAT F T AH , af 1 HE HH k T 28 #F H£ +E, 2 
Rpp — K (ga Ei — BaBy) T. 25) 
这 里 KEER 的 函数 ,或 一 常数 。 对 x' 作协 变 微分 ,并 注意 到 
gj 各 量 的 协 变 导 数 为 零 ,得 
Rupa = KBB — Rahi) 
将 此 式 间 其 由 指标 ;E. : 3 ë Er 48. PS xü #B Bu, 8 E s Ka TE SE >Ú 
(7.15) ,得 
K u (g. gua — BaB) 二 BAR 一 EE) 


+ K a (gui — Bung) = Ü 
ARU g“ ËE germi A 
K Ba — K Ba = 0 
AALER: H 1 2 N WAA AR. 
Ku = K. = Q 

K 对 z BJ Hp E SE 9 39 Ë , BB 32 98 5 85 ARNAS A EHT P, 
式 (7. 26) ARARA W S ARA b SZ 255 362r 3 PF. ki EHEH BJ 
i BJ AA R (Schur) #E , A X:J 3 == [B] Pr 38: BJ Sà + $£ S HRH E E 2E [El 
的 方法 ( 即 与 矢量 A 和 配 ) 的 选择 无 关 , 则 此 曲率 对 全 空间 为 一 
常数 。 

半径 为 a 的 球面 是 常 曲率 空 说 。 用 球 极 坐 标 时 ,其 度量 为 ds 
=at Cde + sin28d22y . A A Rin = asin t, J jS yk (7. 25), n A Ek BJ 
TRAK HH 2ë 1/a” 的 曲面 ， 
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47.8 WHH Ej WWM Hh 5 $R 


i 测 地 线 


在 三 维 欧 几 里 得 空间 里 ,直线 是 两 点 间距 离 最 短 的 路 线 , 下 面 
我 们 将 这 ~ 基本 概念 推广 到 黎 曙 空间。 在 变 分 法 中 ,用 求 泛 函 极 什 
的 方法 , 求 得 测 地 线 的 微分 方程 ,读者 早已 热 知 。 这 里 我 们 还 是 从 
基本 的 原理 推导 测 地 线 的 微分 方程 组 。 

设 经 是 连接 两 定点 P. 与 P, 的 曲线 x 一 zi(1) ,参数 + 在 
与 P, 的 值 分 别 为 如 58 1 TF A: P, 与 Pi ARREN s iH T 
确定 

s 一 A egi dx = dr CT. 27) 

RERS <” ATEA £ $£ 38 ¿J 5: Et , M AE r =r tar H 
定 一 条 与 52 邻近 的 曲线 Se Jl EZE P, A P, 处 6x: 二 0 的 条 件 ,这 
就 意味 着 曲线 Z 总 是 连接 着 P. 和 P, 两 定点 。 沿 区 从 P. BJ P. 
的 距离 了 由 下 式 给 出 : 


其 中 z, Cr) ED B r WA. 
-dr dr _ ag， 1d déšz))/dz dlri) 
DE a 


| 


_ da’ dz! ,, dx: d(8z") 
— £u dr dr Siu de dz 


Igi; dr dr’ 
er d 


+ ds dł 


DA FE R JF X rR 2 B 3: Y BT- nET., TÆ 
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Je (zy 32 z dr 
Bi d dr 


1 dz’ dir’) 1 Bia, , dz' dz: 

_ ! xi da’ Su dt dt 2 d? dr 
CN Eu d: de dr’ e 
Eu dr dz 


因此 从 曲线 e a 到 t. dh E BF 693 4 Ss E 
dx’ diz } 1 ija as dr’ dr’ 


5 | Zu de C dr 2a” de dy 
Fo ! d>: d =: 
| y Su de dz 

MERE A 的 弧 长 < 为 参数 来 简化 方程 , 即 
DNE i dzr' dird | 1 gy pt dr’ na 
ôs = hle ds ds T 2 ar ds = jas 
— dx j dr a aga a= dr 
Âs = Ts ar) p Š= HETA FA | > mi dy ds ds 


B PB 09 88 3y38 + E EINE P, fl P, 处 8r 是 零 。 还 有 
dj dr, d p Wy dz dr 
ds | 8% ds | ar” ds ds 
— dr | 1 æ dr dt ,1 By dz' dr 
8u ds? 2 ar ds ds 2 ar ds ds 


因此 
dz dagt iE Jas 


d= | ü=? [es 55 d 2 -十 L: £ ;7 了 1 
变 分 r 是 任意 前 ， HUR Z 为 测 地 线 的 必要 与 充分 杀 件 是 


gu = + [ik,] SZ 0 (7.28) 
HRA zB 36 2 E sŠ 

dz: — dr: ¿£ tdt dx* _ 

5| ds =] de F Ai q = 09 (7.29) 
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方程 式 (7. 28 uk rk (7. 29) 是 测 她 线 的 微分 方程 组 。 根 据 微 分 
方程 理论 知 , 如 果 在 任 一 点 给 定 x 和 dr'/ds 的 初 值 ,方程 就 有 众 
一 解 z'= x' (s), 其 几何 意义 是 , 按 给 定 方 向 通过 空 阅 任 一 点 ,有 了 唯 
一 的 涉 地 线 . 上 而 我 们 曾经 用 通过 两 点 的 曲线 定义 测 地 线 ,这 样 的 
测 地 线 可 能 不 是 唯一 的 ,除非 这 两 点 彼此 非常 非常 接近 。 例 如 通过 
球面 上 的 某 一 点 按 给 定 的 方向 , 则 有 唯一 的 测 地 线 ,而 通过 球面 上 
同一 直径 两 端点 , 则 有 无 数 根 测 地 线 ,内 为 通过 这 两 点 的 所 有 大 图 
BE b Mj zn. O 

对 于 欧 儿 里 得 空间 ， 采用 笛 卡 尔 直 角 沧 标 ， 克 里 斯 托 非 符号 都 
.为 零 ,因此 测 地 线 的 方程 是 d:zxi/ds* 一 0, 其 解 是 r = Ast B' , k 
A 5 B' 都 是 常 矢量 ,也 就 是 说 , 测 地 线 是 直线 。 


z miik 


TE = b Ek JL t 23 EJ É E fB SE 36 S HE , ES pa [BJ É BE ES N 
ds? = (dz? + (dzY + (dr) 
这 时 ,ds22>0 , Pk pka ERA ç EA a, tR ds? 可 正 、 可 负 、 可 为 
2 , UPR S o Bk FS 22 Ea 49 EK ES #> js] 55 38 A 05 306; > F , 即 两 点 的 
EE Es , 3 8 BS 1: BE Pj pi 389 ETER., AESA AF e: 
| ds? = eg, dzidzi 

e 取 十 1 或 一 1, 以 保证 在 N 维 空间 里 ,ds: 为 正 数 ,ds 为 实数 。 

WERS x° (2) DJ t 为 参数 , 则 两 点 z (#,) 和 (4,) 的 曲线 长 认为 


' £ Aus — v dæ dz’ 
s= f Vez = | aegu SE a w 


特别 地 ,如 果 曲 线 x OA s Ae RI AA 3E =< W E AG Bli z 
EE.: 为 


=f dr dz’ ds 


:ds ds 


很 明显 , 根 号 内 的 值 些 为 1, 除 非 是 零 昨 线 。 髓 此 
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dz dz: 


| FERF d T = P f (7. 309) 
微分 得 

一 

x Ej ds ds | T Bs) #9 ds dl™ “EG ds Bl ds 


国 此 由 式 (7.29) 可 知 , 在 测 地 线 上 所 有 各 点 ,不 变量 
Ea EAR, 所 以 滞 测 地 线 , 指 示 数 。 不 会 突然 政变 ,否则 
其 导数 不 为 零 。 因 此 若 在 测 地 线 上 任 一 点 , 切 矢 量 不 是 霍 矢 基 ， 风 
它 在 任何 其 他 点 便 也 不 可 能 是 零 矢 量 . 另 一 方面 ,如 果 起 始 方向 的 
1] £ Bt EL: SE 2: t , MLET hi, >4 #R +E 2 2 BË FH 3E EE S Ep S 
数 。 这 时 就 令 零 曲线 =r (E r E 


di Z |a= dr" . 
d Mir 下 一 67. 31) 
的 解 是 一 零 测 地 线 。 注 意 ,不 是 所 有 的 零 蝴 线 都 是 零 测 地 线 ，。 


3. MEER 


是 否 有 这 样 的 坐标 系 存在 ,在 这 个 坐标 系 里 的 某 一 特殊 点 上 ， 
所 有 的 克 里 斯 托 菲 符号 均 为 零 。 回 等 是 背 定 的 .下 面 将 证 上 明 有 这 样 
的 坐标 系 存在 ,这 个 坐标 系 就 是 所 清油 地 坐标 系 , 极 点 就 是 一 特殊 
点 ,在 测 地 坐标 系 的 极点 ,所 有 的 克 里 斯 托 菲 符 导 均 为 零 。 
考虑 一 般 的 坐标 系 地 ,它们 在 某 一 特定 点 P. 的 值 是 fo 并 
用 方程 
= = qi — zv, + z i ; CT” — TE — Z 


(7. 32) 
引入 新 坐标 系 T. 根据 (0) 表 示 在 点 P。 取 值 ,o 用 小 圆 揪 号 括 起 来 
的 意 轧 表示 没有 张 量 的 意义 ,有 求 和 约定 对 它 不 适用 。 对 -: 徽 分 ,得 
ari . £ ! | 
— = ë + | | | Cz" — Ey) (7.33) 

JM 1 iaj 
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的 过关 TREC. DERYN. Naa saya aii 得 


Q, = z 二 tc 一 z) SS, 


HENT 微分 ,有 | 
3r: [ ar” dri š Jz 
= gam (jalo a 2 + je T =o) 让 和 
于 是 ,在 P, BA : ， - 
axi. , 22 r: z w I 
LIN E Š; EN a ta "i 


48 Z TT148 A. 38 — #k EREEREER, 
[2 )= Me- ari | f P 
| EF 


im 


ar ar ar” 3 Ar dr” 


HD 


DA J , Ë TT DJ DS SE SR AE SN s, E +E £ B REDRA PF É ,使 得 克 里 斯 托 非 
符号 在 称 作 被 点 的 任何 指定 点 等 于 零 。 变 执 式 (7. 32) 不 是 获得 测 
地 促 标 的 唯一 方法 ,我们 已 证 明了 这 样 的 坐标 系 的 存在 ,县 在 这 个 
坐标 系 里 二 ,一 0, 这 个 点 称 为 极点 ,又 是 上 坐标 原点 。 

测 地 坐标 系 是 一 个 十 分 重要 的 特殊 坐标 系 ,其 原因 是 ;在 测 地 
尝 标 系 的 原点 ,所 有 的 克 里 斯 托 非 符号 为 替 , 所 以 在 这 一 点 的 儿 变 
导数 化 为 相应 的 偏 导数 ， 

在 第 四 章 里 已 指出 ,如 果 在 某 一 坐标 系 里 张 量 为 零 , 则 它 在 每 
个 坐标 系 里 都 是 零 。 如 果 先 在 测 地 坐标 系 的 极点 得 以 证 明 ， 则 运算 
往往 简单 得 多 。 
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Š 7.9 矢量 的 平行 性 


在 欧 几 里 得 空间 里 ,对 于 笛 卡 尔 直角 坐标 来 说 ,如 果 矢 量 A, 
的 分 量 保 持 常数 , 则 可 在 整个 空间 里 平行 地 移 坊 而 得 到 A, 的 平行 
矢量 场 , 且 可 以 用 9 生产 0 或 aa/ar 一 0 解析 地 表示 。 因 为 在 欧 几 
里 得 空间 里 ,对 于 笛 卡 尔 直角 尚 标 系 来 说 ,所 有 的 克 里 斯 托 菲 符号 
为 零 , 可 以 把 这 两 组 方程 等 价 地 分 别 写成 张 量 形式 S4/B 一 0 或 
4 ,一 0。 这 样 , 为 把 平行 性 概念 推广 到 黎 曼 空间 握 供 了 两 种 途径 .。 
但 是 偏 微分 方程 组 A,.,— 0 一 般 是 不 相 容 的 ,所 以 按 第 二 种 途径 推 
广 是 不 可 能 的 。 | 
AA RA R BE WY ERKEN, Pt DATE S — Sh Jp t Mk p” 3E f EE 
ES I BM h 28 E S P 4yPE., HH IE S E A, 是 微分 方程 组 
cr da, ¿ d>: 
 &ë <é l] ‘de 
的 一 组 解 ; 则 A, 沿 曲 线 zx: 一 z(t) 构 成 平行 撩 量 场 。 
这 些 方程 形成 N 个 一 阶 微分 方程 的 方程 组 ,因此 如 虹 在 上 曲线 
的 任 一 点 给 定 矢量 A,, 则 便 在 曲线 的 所 有 其 他 各 点 队 一 地 确定 了 
这 个 矢量 。 也 可 以 说 ,通过 沿 曲 线 的 平行 传播 ,以 一 已 知 矢量 获得 
一 平行 矢量 场 。 
因 为 


= Ü (7. 34) 


cA, 


f 


E = y GAD — z” $ 
所 以 ,可 以 把 沿 曲线 的 平行 性 条 件 写成 道 变形 式 
Ë t hi & 
a = A T (jj E 
由 式 (7. 29) 可 知 , 单 位 切 矢 量 形 成 沿 测 地 线 的 平行 矢量 场 。 
平行 条 量 场 所 有 矢量 的 长 度 保持 不 变 。 证 明 如 下 : 
m A bE E ACA 一 epid A 纵 定 。 微 分 后 有 
-= 185 % i 


= Q (7. 35) 


2A sA = s (ec g O A A) = S Goga ALA 
= Zea) E; èa a 
BH SE A; ERFREG, Ej IH: AEEA 
ato 


d 
可 见 矢量 场 各 矢量 长 度 不 变 。. | 
RRE A 与 B Z 5] BJ 3 d Pa ABcos8= gA B: 给 定 。 微 分 
后 得 


AB Š. (cos0) 十 gA 2E 


+ 
s, 好 A: 


当 A 与 m 都 正成 平行 矢量 所 时 ,只 要 矢量 A 与 B apas: 
BL. 这 个 方程 化 为 Secas 全 一 0。 就 是 说 , 当 两 非 零 矢量 沿 同 一 曲线 


平行 移 栽 时 ,它们 之 则 的 夹 角 保持 不 变 。 

把 和 欠 量 从 成 点 通过 平行 移 埠 到 Q@ 点 所 得 到 的 矢量 ,依赖 于 连 
楼 户 与 所 的 曲线 。 因 此 绕 一 闭 曲线 的 平行 移 裁 ,不 一 定 能 重 返 到 
原来 的 矢量 。 如 图 7. 1 所 示 , 在 平面 内 沿 贺 周 移 裁 的 两 平行 矢量 
场 , 当 平面 卷 成 昌 面 时 ,A 与 B: 从 P B| Q *47 345 305 MTE 
返 到 原来 的 矢量 。 


5 + AS 


q, J eos0 = Fij 
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本 章 概 要 


1. 3 -n H 3 +E 3Ë yK Bt 


Ra = za aT a oE a | 
允 称 为 第 二 种 黎 紧 张 量 。 它 关于 了 与 下 是 反对 称 的 ， . 
Ria 一 一 Riy 
并 日 
Ria + Riu H Riu = 0 


LAKAR- PRSES. 
Rua = ZE, ik] 一 Lij] + | Cr, 2 l— Er, TAPA 
Ran = S 十 AAD = x | 
+ el aol lal 
一 组 常用 的 关系 式 与 恒等式 


Ria = — Rup 
Ri —— Re 
Ria = Ran 
O Ria = R; = 0 
Ria + Reou + Reg = Q 
在 六 维 空间 里 ,曲率 张 量 的 独立 分 景 的 数目 为 


. 155 ° 


1 


K = 73 


N: (N — 1) 


3. 3 TE F rÑ 
Roga + Rue, 十 Ria = Ó 


或 Reia T Rua; P Preja = Ü 
4. BARM 
Ri 一 ijr = EÙR rije 
可 |+ rijs Ş 
— -一 一 —log g 
Rs = gril E A oG oha OEY £ 
或 
J A W | W | 
Ar art s} SF 
Rij . . 
: r r s ) | 5 | 
了 7) m” rr 
可 > j 
其 中 logv 豆 ) 一 人 | 


5. 曲率 不 变量 

R = g" Ri 
6. 爱国 斯 坦 室 [n) 
所 有 各 点 都 有 Ri 一 Jg,, 芍 空间 (I 是 一 不 变量 ) 称 为 爱 因 斯 坦 

空间 。 对 于 该 空间 有 


Ri == wR, I 


7. 爱 因 斯 坦 张 量 
Ge = g” Rs 一 RO 


爱 因 斯 坦 张 节 的 散 度 为 零 ; 有 好 (5 一 0。 
8.. 8 5 HH xë 
在 空间 Vw PERE A" 和 p’ 相伴 的 歼 曼 曲率 是 
R. | A" A: B: B* 
K = ( gs Ea 一 gu gu) A" AB: B* 
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9. 平坦 空间 

空间 Vs 为 平坦 空间 的 必要 与 充分 条 件 是 黎 曼 - 克 里 斯 托 菲 
EAE, ED) 

Rpa = Q 

显然 ,平坦 空间 里 的 黎 曼 曲率 为 零 , 即 K — 0, 

10. 过 曲率 空间 

空间 具有 常数 曲率 的 必要 与 充分 条 件 是 

Rpg = Kl r;a 一 Emi; 

或 黎 曼 曲率 对 x! 的 协 变 导数 为 零 , 即 黎 曼 曲率 对 全 空间 为 弟 数 ， 


RH K = ü, 
11. 测 地 线 
4: = a d<: dz 
gu qe T FEI ds ds” 
S (dz) dx fildr dz ` 
或 S a) s d?” a ds ds =V 
12. 2 WU b ZE | 
d">. r E = 
ds iL) di dit 
13. W Hb PR 
测 地 坐标 极点 的 克 里 斯 托 菲 符号 等 于 霍 。 


lmla 
li. KERF ITHE 
>i K: A 是 微分 方程 组 
bA dA L [i)a de 
Sr dt ik d£ 
的 一 组 解 时 ,4; E rcr OARE RRD. 平行 性 条 件 也 
可 写成 


= ü 


* ] 50 = 


Pehr- yE 


KENAR FIER HREN E REN F] — li So Tr 45 
Au. Ho B AS 38. 但 绕 闭 曲线 平行 称 栽 ,不 一 定 能 重 返 到 原来 的 矢 
量 方 位 。 


>J zl 


7-1 WHE K TR t Ri = O 

Z. 2 斌 证 Ri — Ü 

?7.3 车 Vs 的 基本 张 基 ;一 上 zu = 0GA F: rh L 为 坐标 的 廿 数 ， 
E Adag AEW bki HE ; 


a . — š — 
[ki, /l=0, (iT 
[站 一 一 了 2 l; => oU 
D EF a’ j| U ar’ 
=l St =p 
ilepa g? il U a’ 
[r Ja 1 2U {= 一 十 于 
TF sf FE pmi fi O Jie 
7.4 用 ?7.3 题 证 明 
1 asf 
mk TOO Li aar 


7.5 3 7-3 RM rh oÑ 3 DY $ 
U = 1 + EKLU 十 《za 和 十 六 十 (zw 
APK HAEE FE A 
Kink == K Enja -一 Fx? 
7.5 3 7.3 Eñ h PS $ü Ur H 
LF ——— Kiri 

EP KA-T. WEE EE ht E R. 
7.7 B V. BD EË SD S E d =de +tGdr , EP C E u 258 v AER. A UE 
I . 1913 - 


, p 
Ryn = — G Ç 


TSS 
7-8 WEZER Gi =A E M Y, EK UE 
| Ra = Ü 
Kuga = Ragna = Km 
| Kiz 
RT R. = Tugu 
于 是 得 
Ro = -Rg 
2 


所 以 每 一 VY; 都 是 爱 因 斯 坦 空 间 ， 

7.9 对 于 空间 V. , K IE gR, gyn: g = 一 ?Ra 因此 证 明生 个 
V, 部 是 爱 因 斯 坦 空 间 ， 

7.10 对 坐标 曲 而 的 三 重 正 交 系 的 空间 Ts:, 试 和 证, A Rg 不 等 , 则 


I 
E nira T= gm _ Buk ph 十 > Ra E, = Ü 


7.11 BZH F H Z= [IB] ËJ BF EE k aLr 22 e Cdz25: pay = 
Er HEY 试 证 rr) 一 ctr1 e F c 5 RAE, 

12 AZARES B] U, 有 常数 曲率 。 

7.13 bX KF W Bh 3 z= AEE H Br 3E M, 

7.14 WEERLE Z V, 里 ;起 球面 


z'=esinfsingsing. t’ =repinfsingpecosg, 


=j 
+ 


= — csinBcosg, r= cos; 


是 具有 常 曲率 1/4 的 空间 Va 
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附录 A 75 条 例题 


HRA HERE TAE 
Ca da= i r tan dz "+T id 
— ~ LN 
(c) (zty: -二 
(a) ds? = gi Cdr + ga drž)? + gy K da y = gdr dz, 
下 ij 一 站 (ij) 


š a 
(e) >) 2 ga dz dx" 


pol o= 1 


B: G) 表 为 d# 一 dz 


(c) 从 
(d) d = guadzr*dz* (¿—1,2,3) 
(e) g< dlrdat (N = 3) 


将 下 烈 求 和 约定 的 表示 式 写 成 多 项 求 和 表示 式 


Í dr 
(a) aaz, (b) AmA", ## (c> Eg E Te N =š 3 


w" 
解 ， kay Slasmt = apt! + ape? 十 十 aid 
ke] 


N . 
(b) PARAT = AL AU + A, AZ + - + A, APN 


g=: 1 


一 ari gr* 
(c) m, = 2; D Ea T 3 
| 
T = Ei Je Ar E jz ar” ar“ Ej Jr” Ar” 
ar' ar' ar’ Ar! ar’ 2r' 
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Fa a= ar a | Rosa ， az 
Ar” dr’ dr” Ar ar dr’ 
, Ar! ar’ Ar? ar’ 3r’ ar’ 
T gas gr go tengr — 3r Jr 
fE B fB e pR 3 t, P=1,2,- N 中 ,下 列 各 方程 当 N= 2,3 
或 N 24 HARIAS? k < ES PR S% k Ps Të , PE ZE R| ik , y 
立 的 ， , 


E: Ca) ar 一 1, 式 中 ax 是 常数 。 


一 2 时 ,cz 十 as 和 一 1 是 二 维 空 间 的 一 条 线 , 即 


平面 中 的 一 条 线 ， 

N= 3 jar! tarr + aar’ =l, E = % == [B] E hI — 

平面 ， 

NZ>4 har tar t e Hart” =1 ,是 超 平 面 。 
(b) zx*=1 


N=2, (t ir =l 平面 中 单位 半径 的 区 ， 
N=3, (YEGO A aS 半径 为 单位 长 度 
的 球面 ， 
Nr 二 1 半径 为 单位 
长 度 的 超 球 面 。 

(c) x = r* Cu) 


N=2, z=!—==l(&), =a aO 平面 曲线 的 参数 方 


FE» 

N =3, l= Cu), =r (w), era 二 维 空 
间 的 曲线 ， ~- 
N z4, l= r'u), r =ar lu), r =r" Cu), N 
维 空 间 的 曲线 。 


(d) z= ru) 


N =2, r!'= r usv), =at luv) H soo EA 


到 (zz 的 学 标 变换 ， 
一 3， 一 二 1 人 一 
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t 


= HR < u; 参数 方程 ， 
N4. 起 表面 


这 这 矢量 \ 协 变 天 量 和 张 量 


4, 写 出 下 列 张 量 的 变换 律 : Ca) A... Cb) Bn Cc) C”, 


一 3r? Bari ðr ,. 
. rr 
解 由 (n) 2 * “r A dr rj 3 r A - JÈ 


ar’ ar? Jt ar’ Br 


Je” Jr’ ar Qz: Agi TUA 


(b) BS = 


(y = 
5.0 ACjsksiam) E HPR r B3J PR A, 20 g E H h ERAF 
F AE Pa 4 
= = = z AGk lam) 
(a) A 是 不 是 张 重 ? (b) 车 是, 写 出 该 张 量 符 号 ,tc) f Hh zs 
AE Rh 3 65 Br BUHO EE , 
解 : (a) Æ, (b) AH, (cb EREE, — B P 2,341 
一 4 $k, 
6， 试 呵 下 列 的 量 是 不 是 张 量 ? 若是 , 问 其 是 首 变 还 是 协 变 ? 并 给 


ETRIE: Ca) dz°, (b) “= r, 


EE = 


B= 


H.: (Ca) Wa ip 3 re iarl, z"), S BE dz 一 村 
所 以 dz" 是 一 阶 道 变 张 量 或 道 变 矢量 。 注意 让 应 
E. 
(b) Æ rier aoe r O AARE F é E r A A 32% , Bd 
而 也 是 r bR, TE perler Sia, 
z) E 2 F PF k uk AS 28 E CEEE). R >K j + 


6 WET SE 
ki mm. Z 3 L 新 ,于 是 


. ]95 * 


xd, 


Te 


E ERR A, = X A — E, i a SA E — Br U 
BRI aE E. 
HE É , PEAR ti Ba fE L AO h Gb B: , JEE Ri Tt: hn T ET 


表示 了 协 变 特性 ,具有 分 量 - ZÉ 60) 9k B W Fl $ 的 梯 
R gradg -一样 , 写 成 gradé ATS. 


— HF IKR, E Ea FREAG E ry, 2y z’, my, bü K 
#E K 2 bp 285 PREHEN ÉE , 


解 


< A, I KE fE WS ARE zi 一 4， = y, 2 = z 中 
的 协 变 分 量 , 则 
A, = rir, À, = 2zx° 一 【一 
h 34 E S EAR E BJ PŠ 30). 
令 A, RR E EER EIR r =r, =2=P?, z=*`= +, W 
A, = FA; (A7. 1) 
果 种 举 标 系 之 间 的 变换 关系 是 
rl = =lsinz2cosxš 
r? = mlsin=°sin= 
zi = x'cos= 
由 式 447.37 可 得 所 求 的 协 变 分 量 


Ar” 
= A: + Sa 


A, + A, 

= (sinr costr) Cri) -+ (sinr sinr”) (2x? — Cr )*) 
+ flecos dirir’) 

= (sin@cos#) tr sin“?#sinecos@) 
+ (sin6cose@)(2rsin#@sine 一 r°cos°0) 
+ (cos0)(r*sin8cosñ#cosep) 


ar’ ar“ ar 


A EA + ZE T di 
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Jr? 


Š. 


10. 


= (reostcosp) (rsin *Bsingcosg) 
+ (rceosñsine>(2=rsin0singe — recos g) 
+ (— rsinĝ) Soo eo 


一 ar 


A, = A + Š 


,+ 


一 【一 singing La 
+ (rsinócosg)(2rsin?sine 一 r°cos°8) 


+ COD) (risindcos Os) 


即使 A, 是 一 阶 协 变 张 量 ， 试 证 < 不 是 张 量 。 
uE; A E 12 A= A SF z RR. 
ax’ 
JA, A Ap Pr À 
art ax ar Aridr' * 
A’ os dr” 十 az 
ari ari Art  ar*ar 
O är? a dA, 3“ zr” A 
aos ata e 


因为 等 式 右边 出 现 了 第 二 项 ,2 2 不 等 合 张 量 的 变换 


律 。 
试 证 任 一 点 的 场 速度 是 一 阶 逆 变 张 量 。 


CGE) 


E: 任 一 点 场 的 速度 在 坐标 系 x* PAAR G EBRR Z 


中 ,速度 为 5 ,根据 链 式 求 导 规则 ,有 


TE 


dr az d: 
3 SE zç DE FF Et — B; 335 2 SK. Bak = n #E 38 EE , 


= = PJ SE PT = Ó 


计算 (a) Ar, (b) pôr. 


(E HE) 
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11. 


12. 


13. 


14. 


1 # = 


解 : AAs kx A 
0 A prq 
(a) Qp = AF7. {by oor = Hr 
— 2r? 
试 证 Fr 
È 
证 : 车 pp 二 gq， 于 ;一 1， 四 为 r= r", 


若 zg. 35 一 0， A 为 =" 与 x“ * s. 
Fr 以 para ‘证 毕 》 
o Ar? ar" 
w, 证 a! e 
证 : ”坐标 xz* 是 坐标 >°? ÚS PB Su, E z" WAA, FW DD r 
A > BU PS ËY. H ELR S PD HJ I 52 E 10 和 题 11 的 
结果 有 | 
Br 3 Br 、 
P = ga gp O 0O = Q CEHE) 


TY 一 


AP ar u > P 
= À =s : 斌 证 A = 


一 6 


Fi 


MF; H s A= As 
Ar Tr 


Ar" 


Rr. är Arf ar 
出 PET z 54 gA = A= A 


令 r= 二 g, 就 是 上 题 的 结果 。 上 面 的 证 月 可 用 于 一 般 的 
情况 .有 横 和 无 横 的 量 可 以 互 换 。 (HEE) 
证 明 人 NH 是 二 阶 提 合 张 量 。 
证 : 车 是 二 阶 混合 张 量 , 则 应 符合 下 列 的 变换 律 


5 Jri Jrs 
E= a; Re 
加 Fr ar’ | —. ' | 
等 式 石 边 的 了 5 q TAE 12 题 )。 因 为 sil (j 


=), i= ëj = OLAR), k VEBH T 5° E — Br YE £ sk 
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B£, Tr H 48 E r3am , 


1 p=~g» 
X, ` Q = 
注意 ,我 们 有 时 用 人 0 Cpg FANE AA G 
ó, AE E AS JE: — Bir H E E., “证 毕 ) 
张 量 的 基本 运算 


15. # AD M B, 是 张 量 , 试 证 它们 的 和 、 差 均 为 张 量 ，。 
W: 由 假设 AD. BD 是 张 量 , 则 


AIk å — Ar’ drt de" Pq 
Au = 3 3 am": 
pa A! Rr Ae pp 
F — ar? 3 5 
相 加 
ari ar ar 
ik 2 一 —  — Ëq Pq 
(Au T Biu) = a a gel AT, + B.) 
相 减 
-一 ， =, Br g ax pp 
HEE. “证 毕 》 


16. # A" R B EKE, MHE CE. = AB 也 是 张 量 。 
证 : AX A Bi ÆKE, 


Ja — A Qz 
De 


= ge” ar 
B" == | í. w 
" a ay 


AT 
B; 


+ 3 
m — Ari rt ar ax" ar 
m pm 一 or q T GE 
A.B. Art Ar’ dr! Ar Ar 
这 表明 An B E pags EEA r.t Hh FE BJ A Erk E ie 
. 199. 


ANT 


为 Ce BRIER Cu 一 Am B; 3 Ar Fl B; ú F... 
《证 毕 2 
17. S ANu E, Ca) ph p = t, AE A 3 SK K , 3Ë [B] Z JL 
阶 sÉ Et ? A r HH Y xs 323 E. Cb) Ék p = t Ag = s, EK VE 
AS... 3 SK E. , £ üJ Et RAEN? 
W: a) 因为 AT. 是 张 其 


ik — t L T t 
EAT nn T ar" Jr Jr Jr” Fe 《本 1 T- 1% 
EE A Əz' dt ow ar Am 

Cii C ari Qrt art ar ar™ M 


_ > 3 a 
OOT a ar axr" 
T ar A yy 
Ər! Jf dr™ "P 
o h ar” Jr" 
O gri Ar’ dr" 
Ak Am. CU BORS BE., E rB es bs 
EPA TB 38 Ad Fe) , EK TV aOR 81 S ph Pë H BA Sq 3⁄4 GF 
—iK..sK BE EF t — K , 
(b) ;=>x=, == MI (CA17. 1) 为 


AT. 


—;k 本 r pQ 
AT; —— = — PY  =—= — AT 


ar?" år? Ar! r? Ar’ 
a= àri r? 2 ar’ 


Ar” 
= Dpp AT 


r r 
— Z Ar p= oz 
a U Ar 


Ata CE C.) E Er B , WR 38 JF PE Pr Pd X , 


18- 试 证 张 量 A, 59 58 H EIR sk, A= E , 
* 200 = 


C, 


A = = At, = SAt = Az, 
Aj= AP, E A" 3F E , A AZ, E H — Br 2K #t Sá 3 — c Tm 5 , 
— Br 3⁄ Ft BE EY ES YK ,成 为 零 阶 , 故 可 定义 不 变量 为 零 阶 
张 量 ， GEE) 
19. 试 证 张 量 A 和 B, 外 积 的 缩 并 是 不 变量 。 
iF. BL A'A B, EKE 


pij A B, = 
缩 并 ( 代 人 j= FRM) 


Ji Jt f 
AB, 一 55 AB, = A'B, = A'B, 


故 得 A B, E A 3E a, SÉ EO 3 i F SB 3F R it FE y i 
内 乘 ,其 结果 叫 微 内 积 。 因 为 AB, 是 标量 ,所 以 通常 
AERAR At A B, 的 标 积 。 《证 毕 》 
20. WEE 4* 和 BY*, 的 任 一 内 积 是 三 阶 张 量 。 
证 : 证 法 一 : At 和 BY, 的 外 积 是 AP Bs, 
A p = t. A KORI. TE E Sh E AS, 是 三 阶 张 量 。 根 


据 假 设 
7 ar = _. Q gz" ax 
z = ——  — È aTa 一 一 一 一 BT 
Atg ax 元 Et， 5 3 Q Jy" 3r” 


HE, <> =n, 3 A1 
—. = Je ar dr Qz" gr ; 

MB TE Ri 0 ar BB 

Oy 2 dz! ax" 


t Jr ayi aF A... 
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_ 2 dr 3r" 
ER EH ALBY 是 三 阶 张 量 。 BEERA TE XT g Ar n s 
ArH PETER Pq LEE — Br sk Eh , 
正法 一 :两 张 量 的 外 积 们 是 张 量 ,外 积 张 其 的 阶 是 两 
FH 3 SK t Br Se 03 1, pe AS 22. 的 阶 数 是 3 二 2 一 5。 因 
88 3 — K BE pr — W D Rr. 42B2 尾 意 缩 并 -一 次 , SK 
基 的 阶 数 是 5 一 2 一 3。 GEH) 
Bn AREKE. r 8 BL N gsr EH A g nB — O, 
试 证 Xi pgsr)=0, 
证 : 因 E, PE TE SK SK Pk , 28k —- P A. 2J 28 R FPR 27 Et An g 
二 2,r = 3 的 其 中 一 个 ), 而 其 他 分 量 均 为 零 , 则 XCp， 
2, pE = 0, H 8 =: D. AA X (p .,2 35 = ü, 8) =! BJ 
jk q Ar BJ Er 38 TL S SH r Pg P| 88 X (p .g.r) = 0, PS Tü 
题 得 证 。 (HEHE) 
Alper) E Æ P 88 zz 中 的 一 个 量 ,， AC206.4g.2 059. =C. , + FK 
中 B? 是 一 任意 张 量 ,C3 是 二 阶 张 量 , 试 证 A (p g. r) Eyk 
FE. 
证; EERTE Z P, AGk DB = C 


于 基 
Br Jx” ar dT” JL’ 
AGAD I 9 Sr Or ar 
ar” ar" y Ras 
T ar“ FA pg? ‘SBDT, 
或 F: ZAU gD) Aip r) |e 
ar Lart; J» Epe vie wu 
mman T, 并 用 一 mmr 38 Aot 
art Ar. ar! 
D  — — { 1 — 


了 人 站 


23. 


21: 


par ar 


. e, Ae o., F koan 
中 F js ~ go Alpar) | 本 = 9 
因为 BY SL — ft sk Pk E ELEH. 

art 3r"”— _` 了 7 | 
A Fr tI ELETE — JA ACP. g. r) _— 
Are Ar" . 
H gr ar IRE , 9 | 
T Jr? ar Ar” 
S OAL E, i) — a 3" ar P q r) -一 O 
或 
—. Art Ar ar” 
Cm) = gyi 3p” yr AC b qo r) 
证 明了 ACp.gq. r) ÆRA , r 8 H] y + AAT o p 3 zF. 


“证 毕 ) 
本 题 是 商定 律 的 特殊 情况 ,商定 律 的 内 容 是 :者 总 与 任意 张 
E BEHAR- XRC, Nj X Esa. 


对 称 张 量 和 反对 称 张 量 


ERE Br 在 一 个 坐标 系 中 ,关于 户 和 9g 是 对 称 的 (上 反对 称 

的 )， 试 证 明 它 在 任 一 笃 标 系 中 关于 六 和 9 仍 保 持 对 称 ( 反 

XT PR). 

W: ”因为 只 涉及 到 指标 p Aeg s ita H E pk 吾 关 作证 明 。 
(a) Æ Ba JE XJ #KR B9 B“ = pt 

dri 3r* Ər* ari 


MO Bi Ba Be 


Bas = B: 


(b) 看 8 是 反对 称 的 ,BY 二 一 B™ 
m Br pn E Əx: 
也 可 证 明 在 r SE PR 38 th Bs 保持 皮 对 称 。 CEHE) 
上 述 结 论 ,当然 对 其 他 的 对 称 (反对 称 } 张 量 都 有 效 . | 
iX BF : 4 4 3É t BB aJ 3 2 — X; Hp E pk. t 3E XJ ERK Bt 5; Bš RGAE 
. 203“ 


ea —- 5 cp” -二 B) +- Z" _— Bsr} 


m R"= 5 (Rh -L B) = RY FE A RE 05 , 


— 


Sm = -o (R — RT) = 一 S$S4 是 反对 称 的 ， 


5 
E, L Z25810; WT (£ E RL EB A- 
或 B= (B4 B +A (B— B= R+Š 
R EL GP SR ,S 是 反对 移 的 。 (HEE) 


3: =a Ë ALA. bK ME: 通常 能 将 左 式 写成 P= b, A: A 式 中 
ba 是 对 称 的 。 
证 ; DanAiA auA A =auA A 

网 “2 一 axis4 二 au 和 一 Captan) 4 


H S= TL lantap AA mbp AA 


式 中 ba =: E Can 二 aw) 一 bm/ 是 对 称 的 。 GEE) 
5E 阵 
| | 3 1 一 2 | 2 C 一 工 | 
JE d: E AS 4 —2 3l, B=l-4. 1 2| 
|— 2 1 —1 1 —1 O 
aa S= AJ E. ' p= A— B, IR p=AB,Q=BA. 
| 3 1 —2; | 2 0 —11 
| | 
解 : S 一 AT 一 | 4 一 ? 3 十 | 一 4 1 2 | 
一 o] 
5 


l, —š 
0 —1 2 


* Ü) " 


3 1 —]) f 2 0 一 
D=—=A—B=| 4 —2 -j= 1 2 
—2 1 —1 | 1 —1 O 
1 1 —1 
一 | 8 一 3 ' . 
—3 2 —1! 
3 1 —2 2 0 一 1 
P=AB=| 4 —2 i É 1 2 
— 1 —Ji 1 -1 0 
0 3 n o 
=| 19 一 5 一 8 
—9 2 4 
i ( 2 0 一 1 3 1 一 2] 
Q=BA =|—4 1 ] 4 —2 3 
[| 1 —1 oj|—-2 1 —1 
8 1 —3 
= —12 —4 9 
—1 3 —5 | 
表明 ABRERA, PERRA B kt £ ET 264 B , 
2. 3 a=| T 3j 和 B 一 |”， 中, 试 证 (4 十 B)C4 一 已) 
+A B, 
证 A+ B=|; "|, a-B=1 $ -| ,于 是 (A 十 BB) 
1 3 3 一 1 !—9 14: 
(4—B)=| iil 一 | 2 ;| 
a= i ali a)l sl 
pjm] 2] [一 1 ?| 一 | 7 76] 
3 —2 3 —2 —9 190 
3 51 í 7 —6) 1 一 4 11 
于 是 42-8 一 | _ Š SE ia] 4 2 


. FOG + 


BE CAT BDCA— BAA 


— AB BA— B: (HEHE) 
28. 用 矩 降 符 导 号 出 变换 方程 (a) HER., <b) Oie 
H, iq N = 3 
— dr 
解 ， (a) 变换 方程 A= ANTER 
Ar 2 az | 
an wai! al 1 
[A Ar Ar år A} 
— art Arf aT’ | 
a a a= fii 
Az ari Ar’ ar” Aa, 
ar g dr’ | | 
n[ b Hi _E PË ñ 2 3 Bb 3& zç ,同样 也 可 用 行 矢量 表 
TS a 
| art ' ar! ar: 
一 二 Dr Q ax 
{A 4. A.) 一 一 (1, A. A.) Fei J Jr? 
3: at gr’ 
Orl a: dr’ 
y d? 
(b) 变换 方程 A 5 可 写成 
A ae Au 
221 A Az | 
aM A A] 
(这 ar = aE am ae 
i dr” ar’ (Au AP a5) | r a Ar 
—. ar? Ar Ə=° | 21 s anll! dr wñ 
加 É | A A | ar? AË Ax: 
31 s2 35 | B 
g oo ap 2 A A a ae d| 
Il Ar? ar? gr? gr? ga 
yk fE. hie RJ A ND, H JE X `F R BT sÉ Pt MERNE 
* 70H 


—B {B (A+ B) CA- B= 


是 失败 的 。 
kb JE FA E l SK Na 


29. s dř =gidrdr 是 不 变量 , 试 证 g, J — BT HK F E Et. 
HE: 由 例 235, 咱 二 ds:， AA: 二 dx ffl A — dz', gy 本 以 选 为 对 
称 的 。 还 因为 ds: 是 不 变量 ， 
—, Əx* 


Bod zd = gd rzr'idzt = gn = dz de 


于 是 ga = SZ 紧 ,g, 拨 以 gn 是 二 阶 对 称 协 变 张 量 , 称 
JERKE. 
30. WE: (a) AEEA., (b) E E 34 # rF Bñ: F£ k Et #'J SE 
阵 表 达 式 :。 
解 : ta) 柱 面 坐标 系 
r= pose, y= sine, z== | 
dz = — psingxlo—-i-coseds, dy 一 posed singdp, 
dz =dz 
ds: =dz*+d>j2+4dz2— ( — pesinpgdetHcosgde)" 
Ó+ (ocosedge+ singdp) + cdz)” 
= (d T e (dg: + (dz ° 
车 = = p, == p, z*= z, HM| za = 1, z+: = ps 
gs 一 1 其 余 均 为 零 。 


故 度量 张 量 的 十 阵 形式 为 
gu i: n 1 G O) 
Ea = |gEzmm Es: S| — |Ü 2 Q 
0 O 1 


Esa Ear Æa 
(b) 球面 坐标 系 
r= rsin8cosəe, y=r=sin0sine, z= cos? 

f . 207 。 


31. 


dr = —--=sin@singdle+rcospcosed2 i sinPcosgdr 
dy=—+rsinfceosede-+4- rceostsingd? + sindsingdr 
dz== —rsinfdd -costidr 
(ds)° = cdr) TT (dy + (dz) 
= fdr) rd) -r sin fdo 
E = =r, =p, =° = p, Ii PF A t ng £h R A 
1 Ü Ü 
AYERI r Q 一 般 , 对 于 正 交 坐标 
0 0 rsin’g | 
Pogam (UGER). 
| Eu Pas Eta 
(a) 用 第 二 行 及 其 余 了 于 式 表 示 行 列 式 g==]Z2 ZE Bal» 
Ba ap a3 
(bò iW.HH z CO, R) =g, KIP GL} FE g P ga 的 余子 式 , 这 
H Fl YT £ RH., 
解 : (a) ga 的 余子 式 是 从 行列 式 g 中 划 去 gx 所 在 的 行 和 
列 , 而 得 的 行列 式 , 并 带 有 (一 1) 店 "的 正 负 号 ,于 
是 


， E = 
Patja T k= ( —1)5211 iz 13 
Eat Es 
„iE Bai 
MT EE lt 3 
1 本 5 E 33 

E E 
gI fJ T h — ( —1)2215 Il 12 
Ea Sn 


HR z T AA PHEA G (2,1,G (2.2). Gi, 
3) ,由 行列 式 的 基本 原理 ;得 
got2 1) + gaGt2,2) + ga (2.3) = g 
(b) 库 用 (ta) 的 针 困 于 和 任意 行 或 刑 , 有 有 g CGO, b) SR, 
APRH ARM., 
ATA N 阶 行 烈 式 z= jea IAR. 
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32. 


33. 


34. 


Ca) 试 让 malr(3,.,1)- gt, 2) -F rj (703.3) 0; 
(b) 斌 证 eaCGip k) 一 007 和 办) 。 


Eu Eli l E1: 
证 ， ta) {TALR £a Ea £| =0 
Ba dae Gg 


因为 后 两 行 相同 , 按 最 后 一 行 展开 该 行列 式 
ET SS + g2a(7(3,2) + g. (703.3 = Q 
(b) EFIR rh ff 38 ES 47 CR SI[ D 38 [P] H Ca ) BE BH B) 58 
REA g G pk =0 GAD), BR N 阶 行 
#!] zÜ FJ ARo CEHE ) 
Exe “一 人 和, 式 中 GORE gn 的 余子 式 , 且 行列 式 


£ 一 Hea | 350, X uE gag” = ü, 


iE: 由 例题 31 知 — n] 或 pugx 一 1, 式 中 只 对 上 
求 和 ， 
由 题 32 知 s A 0 R g = 0 GE p= j) 
| 1 (0=j) 
于 是 jk = g? = . 
Eak i Ü (A= 72 


虽然 我 们 已 经 用 了 符号 gx, 但 并 未 说 明 它 揭 意 义 , 也 未 下 明 
它 是 二 阶 道 变 张 量 , 例 题 34 将 要 证 明 它 是 张 重 ,注意 余 子 式 
SEGG O ;而 不 写成 G*, 固 为 在 通常 的 意义 下 , 它 不 是 张 
量 。 而 在 下 面 的 例题 中 就 证 明了 它 是 二 阶 道 变 张 量 ,用 符号 
GA 的 概念 展开 张 量 正 合适 。 
试 证 g* 是 二 阶 对 称道 次 张 量 ， 
iF, 因为 gi 是 对 称 的 ,GG ;kJ 是 对 称 的 ,所 以 — A) 

是 对 称 的 。 痢 Br 是 一 任意 逆 变 矢量 ,B, 一 gmB? 是 任 

EPERE HZ RER, 

g” B. — m" g B” = 6, B° = B: 
=- 209 < 


或 有 
HA b. kz L SR 3 Bb, Hi E S ÉE ul 1.22 R. Dy ae 


BL. 3K BL a” n Q E tu FE St oK Bu, (HE E) 
33. M Ca) 柱 面 学 标 系 和 kb) ER M te PF Ap 89 3E Sp EF ESK g, 
1 O O 
解 : (a) 由 题 300a7 有 g— Ign|= 10 o 01 =e 
[O0 0 1l 
no RPR LIP oj _ 
ë g lo i l 
29 gz 的 余子 式 1 1 z 
r^" — = 一 一 = ] 
š g jo 1 /8 
33 Enh t Ff k 1 1 3 = ] 
g P | 各 oi 
n gn k Fk 19 0| o, zt=0 Gr) 
E g FA l! s. É Fi 
ky ia FE UQ 3⁄2 a m P JL 36 Pr aE A 
[1 Ü o) 
| = | 
G ip O| 
lo o i) 
1 Ü {i 
(b) 由 例题 30cb) 有 g= 10 r° Ü =—=risin’g 
|D O sin] 


与 Ca? 相似 ,可 求 得 

g =l, g” =l/r g [l/r sint Wú g = 0 (J> 

A) a P L) pR I E p R P B) 3k S BE ja SK E PF JE 
1 Ü Q 

式 为 10 L D | 
0 D) 1/=2ain2p) 

36. RRA Z d = 5 (dz1)2 3 (dz: + 4 (dx — 6dx dr + 
Ad: 3232 BJ g 和 g”, | 
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37. 


38- 


解 : (a) gu = Rat 3, Za = d, gz s, Fa Z, Ei: 
Ens a Tgn, ia Es Ü 
5 š O; 
所 以 g=i—3 3 2!=14 
| O 2 4| 
(b) ga RTA CUA) 
CLD =8, Ga= 20, Cas, Gz(1,2)=(zúe02., 1) 


1 一 一 
则 有 gl 2, g = 10, g? 3 3/2， g =p =m, g” 
= g" == — 5/2, g’ m= g= — 3/2 
EE: EGOR G BJ 3 E Ae I 
5 一 3 0 2 3 ` —3⁄2 3 0 O] 
—3 3 2 3 10 —5⁄2|= 0 1 0| 
Ü 2 4ll—3⁄2 —5/2 3⁄2 lo 0 1J 
相伴 张 量 
若 A= za At. WE A Sg A 
证 : 用 sg” 于 A= ga At 等 式 的 两 边 得 
"A = gap, I COA: — As 
即 A 一 g*A， 或 At= =” A, 
#R— Bi SK BL A; 和 A 为 相伴 ,它们 分 别 表示 天 量 的 苏 
变 和 道 变 分 量 。 《证 毕 ) 


试 证 : (a) L= z. A A 是 不 变 基 ,fb) Sga A., 

iI: (a) 令 A, 和 4 分 别 是 矢量 的 捧 变 和 遵 变 分 量 , 则 
A, = TA, As = a 

Â — SAA = HAA = AA = A,A 
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所 以 AA 是 不 变量 , 记 为 地, 可 与 成 
LDS AA Su , At A S p AP A 
(b) 由 上 还 表明 LS AWV I Aa A, — g AA, = p" 


A,A, 标量 或 不 变量 一 VA,A? 称 为 具有 协 变 分 
E A, 和 逆 变 分 重 4* 的 矢量 的 大 小 或 长 度 。 
GEE) 
39. Æ AP Hl D: E X Bb. (a) 试 证 g. AF5: 是 不 变量 ， 
Cb) 试 证 ; -8 人 -是 不 变量 ， 
y CAA CB E) 
IF, (a) 因为 两 和 失 量 的 标 积 是 不 变量 , 即 AB, 是 不 变量 ， 
所 以 
AB, = A’ Ep BI = ga AP ES E Bb: 
(b) 因为 A?A, 和 BB, 是 不 变量 ,gxdtBs 是 不 变量 ， 
eb 


所 以 一 是 不 变量 
V (APA. BB,) 
我 们 定义 cosmin 
M CASA, ) CEB 
HRE A 和 Bs RADAR , 35 gA Bs = 
A'B, =0, MPR EM IE 22 69, GEHE) 


40. 建立 下 列 相 伴 张 量 的 关系 : 
(a> A 和 A... (h) AAR Aw". (c) AS 和 AL o 
解 : <a) A= ggg A. BR Apr SR g g Az 
(b) A= pa g Ama Aw = gi gA A 
(c) ARTS, = ghg gua AI = g, z g An, 
41. LEE = SE HH ZË Se PR 38 P bba Ona HRE: 
1z 


£ 23 
COSG a = ' cost, = 


— —_ 23 L 
` Eng: V Borka 


Eno 


s 


+ cosa = 


. sis“ 


HE : 方法 一 : 沿 曲 线 坐 标 =', ÄRR. zz3 一 常数 , 则 构成 
度量 形式 | 


dr! 
ds* = gn cdr ° uy: r: 


1 
` Bi 
O, 


i 
TER x! BEIRAS 4 三 -一 一 
"w Eal 


类 似 地 可 得 沿 曲线 坐标 2° , z2 的 单位 切 矢 量 为 


M E Y 后 33 


A; W A; Z lj 3 fB BJ 25 5 


1 l — Ziz 
cost., = g I AA = Em J = ”天 
w Eai E z: W Suke 
同 理 可 证 后 两 式 。 
方法 二 : E11 * £2 一 | Z: | | £2 | cosfzs cos = 
— ë _ GEHE) 
y Ei Ba 


42. 试 证 正 交 坐标 系 中 giz 一 区 sa 一 有 3 = ü, 
证 ， 用 吕 ; 一 2 一 的 一 90" 代 和 大 例题 41 中 , 即 可 得 命题 的 结 
论 。 并 可 用 gm 二 Bop 的 事实 ,得 gn 8u gi == Ü 
(证 毕 》 


_ 1 1 _ 1 
43. 试 证 正 交 尚 标 系 中 gus Tu Ea = z Ea 35 ° 


g g 
证 ; JA 33 题 可 知 g” Erami 
车 p=g= 1,g" g, =1 或 g” gu Hg ga tg gual 


. , 1 
FF| q gp 一 0 (pq) wA g gu™l Ep gn” gil 


1 
HH aj E, p= q = A BaT g 
疡 一 4 一 3. 有 gs 《证 毕 ) 
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AREER 


£ 


44， 证 明 Ca) [pe ,一 [op,r]，(Cb) | =al (c) Lpg.r] 


Pq 
s 1 
一 at 
证 : 证 法 一 ， 
_ dl JE pr AE or Eo 
Ca) pgr] IE a ar a 


— l| ?Br | er Ee 
| apr T Jr! =[gp.r] 


(b) {À j=eTeer]=g" apri (oi 


O gel 1 ) gna" par l= L eq.r1— pak] 


=: + Ë = | | Ë * = al š ) 
或 Legi] gu so H Lpasrl=g ba 
证 法 二 : 
ag, fk! 一 一人 | | 
因为 = {ie a il 
和 
所 以 Jr £ 一 T * a: Er E= Ti 
人 
ag =| vr of 
ari ar’ Jia 35] = ae 
.i k\ fÈ 、 
lijek} = las), = ah GEE) 
45 [pm qlt Lom, p]: 
oela jrih) 
tb) dr” g” E Ë a 
| £ == 
(c) \ pa = an x E 


证 证 法 一 ， 
(a) [pm sq] igm p] 


l 


2 
(b) =s (z = 20 


ny = ag; _ 2g” 
p E g, =O, E y r EY 
用 g 3 S£ = 89 E 
ir Jg“ — ir È Ag ij 
É Bij w" 一 E E rm 
Fi: r 
人 < _ =— g Ka lim, j) — Lm st)) 


一 


H pogron IREF roksi j 就 得 


ei” pn | Fi ) _ qn | PË | = gP” | q g" | P | 
Ar™ zm nm IN FAN ， 
证 法 一 
E; d Fi 
En RR gt Die t golpmg}t iam p) 
3 Ag ` dg’ . 一 ! N Í m ， 
az: arf E U 32 8 mki? # | mk E * 8 


(c) 根据 例题 2 Ë 3K MOG 


Bi J G (O; FD) TAR ge aa F £ GC k), P hk Xt ; 
和 rr 求 和 

= _ 2 BA = Gu E) HA 

Ar" dr şr” 
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a3 
a ER 一 g gi ljm, 十 Am, j]) 


— z FE Jr” 
fy 和 Ë 
E PA: (i |= 28 |, | 
i æ |Ë | { |== /一 
于 是 2g 3x” \km 或 pa 一 了 V g 


y E =g" C g; K Ea) 


a. z de ,， dg» | 
了 一 Cgs XE) Eg 。 r 


a 
+z. ° [ex2] 


= - (gx Kg3) Dim * (g. >< gs) 
Ts. m “ (fa g) 
Y g [| TY FIS, SE BETE E k E Th 


l Ax E w . 
"= ae” = [a ‘证 毕 ) 
46. 推导 a} 第 一 类 和 人 b) 第 二 类 克 雷 斯 托 菲 符号 的 变换 律 
解 : ta) 因为 gj 二 ar, L Sra 


D > 3x” ax“ PPA ad o a? 部 za 
de” dri dr ar Əx" ari arg E 
_ ge? a=" 
ar; a=" grer 
对 指标 kom A p.g.r 进行 依 序 轮换 
@ Em az arr ar a art Fr 
aci dr a” Ər" ar" graS 
ar” a 
Irig F 
Br Re’ erp dT ax F rt 


E m — AE T = Zr 
Jat ar” gr ari dc d” grar t” 
3 ar’ | 


KIKI Be 


> 216 ° 


* Qh t MARDER L PAE- 3 Za 88 Bi 46 


llamas Ka Sal — TE 
A 2 | Ar + 3 L. 本 =| jkm] 


o Ji n SeN N a=" 二 | as AE yr | 
等 式 右 过 一 寺 ， k ar 29 d ar, 


32 är" 
BE = Be" = aidr nË” 
_ Bar” dr” 
Cb) 用 g" = F En gg g" 3 yË (4 48 
Br A" a ax” 2 
~ ar ar Ar” Ar 
|. 2 art ar’ ar" Ar” u 
Toa dr pe aE E” 


n -27 Aat de", n| 


g"[pg.r 1 


于 是 | 
T at = 
Jr ari ar 
a ar 2 | si Ze a 
ar ar' Əx' Pg 
KJ 
因为 Ber[pd: 门 一 pr[aq 一 人 | 


Š, 


ÒE R im 


Ög g =£ Emn 
ga” n gr” e nl) 

47. 试 证 ar DTBT 一 T T 
UE: H DDR 46 Hi: 


5 | art dr dej s } -+ Jiri ar” 
jkl ar IT ar \ pa arar Jt 
gr” ; 
2 t sts 
L 


. g: z — n ArT rr det | mi —_ 
H pp lela 还 由 
48. R ka SUCE PAn Z [a] st J) (a 38 - -类 和 (5) 第 二 闫 克 雷 
斯 托 非 符号 的 值 。 


解 : Ca) E p= =, ij 
' or. — Í ip Zee Aml d 
Leger] LPR. PJ 2 | Ar’ T 站 二 dr” E > 


HE pp 
Jr” 


Ë A= gr , W 
rp, ljr, Bor Ep! 
Legor] = pb. r ] = 2 | ar 十 Ar’ Hr 


— 1 Zr 
2 ar 


者 P= r=, W 
[pg r]=!1 +q r ]= 232.) 


1 Wer y Era Br _ 1 J pp 
2 , ar a=" ari, > a 


= HERET E a. M Cpg, r] = 0 ( i + AR HA H 
定 )。 


(b) 由 43 题 有 g* 一 二 ,于 是 


| rr 
B =s, 则 | E [pqs ] 
若 一 。, 则 gpg] = ELARRE 


— | 5 | 站 1 [ppp]_ 1 e 
—ə—= s, M 一 一 上 Pi + Eert 
£ p=q=s M 1 pq Pa Eer ŽE pp Ax” 


_ 1 B) 
T aE 
s) Ts Leps] 1 
= = = ç I 1 — | = = ”一 一 
f p= q ss M a] | pp É; B's 
dB pp 
Ar? 
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若 p 一 s 关 g, 则 | ° Sle leg.b) l We 
若 p= s= q 则 { ， | PA 


ur 一 一 一 
— 


2 1 
> Jr E pp 


# ps gas 互 异 ， IM 19 
49. ROMMER Cb B IE A Kami ORTAR dh P KAE 


斯 托 菲 符 叶 的 表示 式 。 
解 : 利用 题 48 HHR AAAA MIA ci r prg Plog a 
=Ü, Br l: 


O 直角 坐标 系 中 gs=1, 即 | | 一 0 


(b) HEARR r Sp, z`—@, = z, H EB 30 得 p, 
=1, Es = , gaa] A+ 7 => BS sa, E BH F6 3EË +f = tF 


出 现在 p= 2 时 
1 li _ l _ 1 Ba | 
= 22, ]=z"| 22.1] =l 2 ga | 
_ 1 jo _ 
2 b _ P 
z — 2 | == 2s 
(21 li L21; ]=g” [21,21 
=L 1 Zz 
A 2 art 
jl w | 
eA 2 ap | p 


` 


(c 球面 坐标 系 中 ,x Sr, r*= 0, 一 Ha i 300b) 
可 天 

gu =1 * mar, ms == y sim" 0 
TAFA sa, 8 E FE dE ZF S cH Sl E. p= 2 sk 3 BJ. T 
是 有 


ilo n — „il _— _ 1 zx 


chr 


* 219» 


_— Í r” _ 
— 29 a o 
; S -1| 1 Zeze] 
,2r => 4il 
pan 2 N 
r 12 
l | _ apga qa Í Ba 
= — Crtsint0) = —rsin20 
i "033,21— 1 y 
ts 一 = 2 33, | 一 E 33,2] ! Fw. 
-> ETE sin“ = —sinfcosd 
gL 1 dH 33 
[s | 上 = A |- L3, ,3]= > 2sin 2 Ayr! 
= i Zer sin“ p= + 
š 3 1 3,,. 
[一 foo | =g” [823]= zan s sin h) 
=çcotð 
其 余 的 均 为 零 。 
测 地 线 


50. 试 证 了 二 [iF Ge) 有 极 值 ( 极 天 值 或 极 小 值 ) 的 必要 条 


= 


d í 3F 

WE S| |> 本 

HE: BAR rSXGOG), hA 使 得 7 有 极 值 ,经 过 1 和 i; 
两 点 与 了 相 邹 的 曲线 是 区 = 六 性 ) 十 eytf) 与 下 无 天， 
mtti 一 ?ft 一 0 与 工 相 邻 的 曲线 的 值 是 


iie) = [FGX 4- EN, X+ endt 
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e 一 0 N H B I MURRI ， 一 0, 由 在 积分 号 
下 的 微分 运算 得 


df tx gF dF ° 

a h Et t= 
ta pE aF |" f: aF ' 

| Te + T = frala 


=f; [E - $| z| J” =o 


JE |z] 


因为 了 是 任意 数 , 故 有 3r dz! ar 


这 一 结论 很 容易 推广 到 积分 We as 


z” ,z" dr ,有 极 值 的 必 加 条 件 是 
aF df 
a Tl ar — 
该 式 称 为 欧 拉 或 拉 格 朗 日 方程 ( 见 例 题 73) - GEE) 


2 = jJ dz! dr’ 
51. phiri C T |.) dr dr T? 


证 : HAARA F= V g. z z" 的 欧 拉 方程 (例题 50) 求 


f /gwirzirdt 的 极 值 。 


al — 1 FY Lt OE pe - | 
at 2 ( g zz) ar* dr 
aF 1 . . _ ， 

I = (g, bras), gpa 


用 ;一旦 一 Vaaa" EKhr 3 au pA B B 


df gat) _ l pp 
A 5 |: 2s a ~ 9 


gaani n Bal ar, TE E sÉ UR 28 
Ar 2 3 
g Zzts 

N 


ERDEMES .s= 1, :二 0, 则 方程 成 为 


gart? + [pq kj’ = 


用 c REANA: 


d fr yde? dz“ _ o. 
TeS | ds ds = o GEH) 


协 变 导数 


52. 3 A, 和 A? 是 张 量 , 试 证 ; (a) A, = 


3⁄4, _ ` Ë . Ar 
par paz (b) Af, 


= + A EIE. 


dar" 
证 : Ca) Ka A; =% A: 
3A; ar 3A, am à Px , 
ie A ar a | Er (ASZ. 1) 
由 例题 47 知 | 
az | z a _ = adr) 
aridrt  \jklar" ari dr lait 
代 大 式 CA52. 1) 
JA; | 
art Br Br axr [UR ar ar’ Ar liz 
1 
O agi gr’ dr’ k|" aw az lpg O7 
或 
2 Isla, = Z, l e [5 ya] 
AY JŘ i ar” Jr” A | pq 


Y 


2A; 
H — 
Tura y la 


A= 4 是 二 阶 协 变 张 量 ， 


. AZA" 


;下 


D3. 


该 式 叫 做 A, 相对 于 >° 的 协 变 导数 。 


hA A= A 
dr 


JÄ dri 3A ar Pri g 
3: axr ar ax arar TA (A52. 2) 

将 47 题 中 的 与 工 互 措 , 有 

Fri [n ar 人 

ar Ar rg] ar” ar” dr’ (lid 
TË A C A52. 2) 
gA: a a aA | y ar 
dt ar” Jt ax: rg) ar" ar* 


i at Cs 
ax: ar la 
z 


a ar dr 
_ J aw aA rE ae a Pra [212 
ar art ar | ,| a ai 
_ ar’ Ar? 94’ (15 ama [INA 
Jet Je ar sq | az dr ik 
JA’ j |= di atj 2A? (2) ; 
| A 
A + [Aa = a? Aa, a T lsq 


MA OA FB 9 P = W D É S A = 
e [taa maaa. 


Lt 
写 出 下 列 张 量 相 对 于 x? 的 协 变 守 数 : 
WI. (a) Aa, (b) A#, (c> Ah, (d) Ains, Ce) AE an 


(a) Arg 一 a _ | JAn 可 | j )A; 


Re” jq Ëq 
(b) AŻ, = a + (Lj 十 AJA 
(c) Aly = Aa p + la 145 
Da | 145 


= 


kr 
E) A. = i A a, 
ae mmg | pd 


十 [7 | 4 十 |: A ma H M las... 


TES 


5 4. Du uE Ca) is cb) g, te) y: B jap Sp S JJ E. 


` di | s 1 | £ 
ME : (a) E iky 3r! 和 jg p je> 


— 3 [jgk] ka, j=0 ( 见 例 题 45(a)) 


局 Ë . 
(b) gË — wi jett =o CRIE 45(b)) 
art ligno lilI 4a 
Cc) tag [5 jait? a= (2 (4)=0 
GEE) 


55. W ALB" 相对 于 z* 的 协 变 导数 。 
或 ALLET) -Í 5 


, f; im 
RE: ALB Tala p ka 


JALB, + (7 At Bs, 
3 |} - . 

-一 } AB 十 | ¿ JALB + É ALBE, 
ng EE qs 


3A! | 
p | a (714, t (2 At] BB 
+ 人 ja 
— A. B, + ABI. 
56. 试 证 (g, A). = gA... 
RE. 《ga Am. = ga A + m A... = g AT. 
E g 54(a) 已 证 gx 一 0 在 计算 协 变 导 数 时 ,gx， g”. ð 
可 作为 常数 处 理 。 CGE?) 


3É E Y E EG E E. Pt Bz #n AE BF 


` - 1 可 r L 
57. Wi diva’ = zal Zg A). 


证 ， A" 的 散 度 是 A? 的 协 变 导 数 的 缩 并 , 即 A% 或 A.B) 36 
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Å È ' 


Pk gJr” a= 
JA, | 1 e) Elat 
一 一 二 | 一 -一 
år | z Irt 
= 1 2 ` AR + 
一 | Z g A) (IEH) 
` ` z — ] 本 | a OA ` 
58. WE S P” = za] w BEEE Ie 


证 ， OMRE gadd= V=, 3k 8 — 4 — Et Bb E 3k 
量 , 如 同 计算 O 的 协 变 导数 一 样 计算 (参看 题 6(b))， 
记 作 O... 与 多, 相伴 的 一 阶 道 变 张 量 是 小 一 g*”3 ,由 


例题 57 有 
AZ p=div| gE) -大 =l Vg ea 
| GEE) 
39. BU uE A.A. = E, 
BA, s 24, fsla 
z. aane [2 aja 
_ 94, _ JA 
Q art 
这 个 二 有 阶 张 量 确定 了 A, 的 旋 度 。 《证 毕 ) 
60. 在 (a) 柱 面 坐 标 系 各 出) 球面 坐标 系 中 ,试用 天 量 4 的 物理 
分 量 表 示 它 的 散 度 。 
解 : (a) 柱 面 举 标 系 中 z!= o, == =e, r`== 
1 0 O . 
g= |o pp 0| 一 天 Vg = p (AUE 30a) 
0 0 1 


物理 分 量 记 作 Ao Ap A ,算得 如 下 
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A, = V pa Al = At, As = N gs, As = pA', 


j 
A, = VY g. I AŠ = A’ 


. 1 d; | 
div A? 一 二 gal gA) 
AE 
= 4 十 二 (4 A, | 
P Ç e D +UA, 了 十 > Tcp ) 
(b) 球面 坐标 系 中 =! =", = 一 日， x’ = fa 
1 0D 0 


g= |o rr Ü 

O 0 sinag| 
《参看 例题 304by 

物理 分 量 记 作 A... As A,.3F R F ZJ) # zÉ P iH 


= rtsin“f, sk v g = r"sin0 


M 


Ar 一 V gun A! = A, A; = N g: A = rA", 


Ag — N ga A’ == rsin A” 


于 是 

div4z 一 = zal vg At) 
Css C sin@ A, += Z (sinB A) + | 
ae Hn 5 Gsin8A) + — A 


61- = Gaye IE 805 £ fa (b s BI E 8 sk , 55 i AD NREX. 
H: (a) EER g''= 1, gsi ,8 一 1( 参 看 例 


EW 35(a)) 
由 例题 58 得 
a i E 
NN È= L a| V a a" S | 
_ l ar aP; 2j 1 2), 2f | 
Pal? ao | + |> aT 312 à| 
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< =u 


ù gd y 


| EF 


_ 1 aj Æ 1 FE FP 

— alle) T Z p t a 

(b) 在 球面 治标 系 中 == 1, gpg” 一 l/r 8 = 1/ 
rsin i 参看 例题 35 Cb);} 有 


_ 1 aj odd 
——_ 1 Af z ai, 2 aP 
=F "sing >| Tæ Sin Z| 


_ 1 z IP l KP 
o p? [> | 十 5 S| sing 5 | 
1 F 
TT sind AF 
pq W S 35 


62. MH R F 2] 3 BL B pi WR S Sk , EY : BS PS 38 EE n] A BS , 
(a) 不 变量 D, (b) A, O An, Ds A. 。 


P _ p, qm dD dz _ d@ 
š _ y de [22 BP 
aA a a 8 (A Ja) 
_ 3A’ dx’ [7 „art _ dA’ [I aE 
ar dt gs | d dt qs dz 
Š Al dz?’ = i] ; a) , dr" 
(OA O eg] T lgs] de 
dA fs}, dr Mus 
T dë (i ) dz + gs A dé 


FAT mn — jà dr“ _ k _ {i | FL) 
(d) Br — Almag dz — ar? iq A. Kau 


_ l 5 A, — | $ | Atim + (7 | Ar 
| mg ng qs 


. 22T 


= 一 人 laz de | x jaz d.r" 


dz io Smem d? ma lin edz 
_ Ís yaa] dz {7 jat dr’ 
pg |m dz © gs A dz 
lja, dz” 
I Ar d 
63. 试 证 &x，&7 和信 的 内 带 导 数 等 于 零 。 
` Ög j dr’ w 
WE : Bi T Aga. 2 d; =0, — c DG =üÜ, 
Ög 
bet _ 3 io 《参看 例题 54) ‘证 毕 》 
Öz dz 
相对 张 量 


614. ALA Br .分 别 是 权 上 和 上 的 相对 张 量 , 试 证 它们 的 内 
RAS REA a eo 的 相对 张 量 . 


十 ; AE s P 
— Jri gr" = ar’ Ar™ Ar 
f -一 Du 二 Ë H ”一 : n O 一 r 
Ai, = J" He Ahs B, 一 a S aa TB" 
SHER 


A BE = Jat L — — — — AŻ FB, 
H| Bi E ERN 加 十 as 的 相对 张 量 。 笃 何 具 积 是 外 积 的 纳 
FF, ñ tl, S: +Z at F era BU AH XT E Æ 证 毕 》 


65. ” 试 证 wg 是 权 为 1 的 相对 张 量 , 即 张 量 密度 ，。 
证 : 由 行列 式 的 元 素 gm 给 定 的 行列 式 z 的 变换 符合 


一 art gr 
Ea = 3 gesn 
S =Ü A 22) Wk H ++ P De 
— | 3r > 
a= |l æ ET J°g 
或 VF 二 J ZZ ,这 表明 VB 是 权 为 1 的 相对 张 量 ， 


‘证 毕 》 
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66. 试 证 dy 一 Z g Amara... d >N 是 不 变量 。 
证 : 根据 例题 85， 
f” — — — . — — — 
dV = pg drtdr edr” = y gd dridi edr” 
= VE dpd" = VF de'da’dz“ 
~dW 
由 此 ,车 多 是 不 变量 ,网 
fe fear = [Je 
对 于 任何 坐标 系 ,N 维 空间 的 体积 均 可 依 此 积分 。 W 
曲面 积分 也 可 与 此 类 推 。 (证 毕 ) 
综合 应 用 
67. 将 (a) 质 点 的 速度 和 Kb) 质 点 的 加 速度 表 为 张 量 形式 。 
解 (a) BARR xz' 一 x*(1) 运 动 , 式 中 :是 时 间 ( 参 变 
量 ) , 则 ot — ERRANEN MAE- MEEK 


量 ( 参 看 例题 9)。 
Cb)》 守 -一 全 一 般 不 是 张 量 ,在 一 切 坐标 系 中 不 能 写 


出 其 物理 量 ,我 们 定义 加 速度 a 作为 速度 的 内 束 
导数 , 即 必 一 5 生 是 一 阶 道 变 张 量 。 
58. 将 牛顿 定律 写成 张 重 形式 。 
解 ; 设 质点 的 质量 M 是 与 时 间 上 无 关 的 不 变量 。 则 M= 
Fr 是 一 阶 递 变 张 量 ,并 称 之 为 作用 在 质点 上 的 为。 后 
顿 定律 可 以 写 为 
Sr 


+ ag 9 
F*= Ma = M s, 


So dy k l|dz* dr“ 
` kO Me o — I 
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证 ， AA o ENEKE, HE 62(b) 我 们 有 
Sw _ do” , 1 Å dr dirt Ë | dz” 


ÖL od qs v dt dz* sp dt 
dz k \drzf dz" N 
dr P) dt d GEHE) 
70. HOK #4 8 A p a cH Ca) P Pa BJ E BE f (b > PB sa 83 bn 3E BE AI n 


BE, 
解 ， ta) 根据 例题 67(al ,速度 的 道 变 分 量 是 
dz de dr _ de dr _ dz 


d d dr d dr de 


所 以 速度 的 物理 分 基 是 
dr de / dam _ de / dz dz 
Su dr 一 了， Ba dr Ê dz’ NV gs EP dz 


上 式 中 用 了 了 g. == 1 , Bs Ea m] 


(bo 由 例题 69 和 例题 49C) , DU BE BEF 69 E y Bt E 
gr 1 jaz d> _ d'e |) 


“ ` ie laof dt dt dë dz 
e=. | 2 de de I 2 dz’ qe: 
dt? 12! àt dt 21) dz di 
„Üg, 2 de dg 
dz p dr di 
a dêr? d’z 
“4 de de 
如 速度 的 物理 分 量 是 


—— 


V gua = P -一 PF, V gnat = pp + 259, 
V gaa = š 
式 中 的 圆 点 表示 分 别 对 时 间 求 导数 。 
71. 车 质量 好 不 变 的 质点 以 速度 运动 ,其 动能 了 一 三 Mo 一 


T Mga" , 试 证 


w 2A s 


d í ar Ar 
| s| s| = SE = Ma, 
式 中 a, WR HH 38 PE BJ Hy 38 5 5k , 
证 ， 因为 T= Mgu i MA 
; IR m 
A 一 > M Se T’, za = M Erne" 
d í dr .. ga 
|) m| Eet” 十 ra | 
于 十 
diary Jr _ ize — + Era 
焉 | =M| gu 二 = — y | 
p 3 i, 8 . . 
一 [ee soy | 
=M I gut + [pg k]r’z" 
= Mg z + 8222 = Mgpa = Ma; 
{证 些 》 
以 上 证 明 过 释 中 用 了 例题 69 的 结论 。 这 个 结果 可 以 攻 在 不 
间 的 坐标 系 中 表示 加 速度。 


72. 用 题 70 的 结果 ， 求 在 柱 面 坐标 系 中 加 速度 的 物理 分 量 。 
E: BA d =d t edge j dz, v = [$] = > + p° g + 
š 
T=; Mo =M Te +) 
由 于 =p, I: 一 之 ;从 例题 70 可 得 
=P PPP, aa 一 


于 是 物理 分 量 为 


d3 


2 Aa 
Van v Ean N Ras 


F| gu = 1, g = pP, gI = Y 3 S f EM 70 fE F. 3 , 
73. BERTHE EMMEIA maat AE LESE ) 


20, A L—=T—V, 


是 势能 , 试 证 g 叉车 一 站 


kL 


证 : K L= T-— aat- =I NAV 5 2 33 , aE 


71 有 
di ar Fr W 
T a] ga = Ma, = F 3⁄2 
d i 3L) d BL, c), 
dil a | -aT V = 0, Sl di a T 0 


LEAH BAN, GA L B5 Jy 3 ni 4 t BH H Jr 
E , DC j: 71 SE P Bu E 3 ye. HAA 50 可 知 , 这 一 题 的 结论 


与 质点 沿 | "7dz W 536383 EA 88 TE 0 35 hop E Br 00 , 后 者 


称 为 哈密 顿 原 理 . (HE) 

74. 用 张 量 形式 表示 和 散 度 害 理 。 
BO 设 和 4 确定 一 个 一 阶 张 量 场 , 久 设 vi 表示 以 体积 VW 为 
边界 ,封闭 表面 S$ 上 的 全 一 点 贿 外 的 单位 法 线 , 于 是 


散 度 定理 为 
J Aż dV = [a'ns 


对 N 维 空 间 , 则 要 用 N 重 积 分 代替 三 重 积分 ,用 和 N 一 
1 重 积 分 代替 二 重 积 分 。 不 变量 Al 是 4 的 散 度 《参看 
例题 57) ,不 变量 Ao 是 A A o 的 标 积 。 
我 们 已 经 将 散记 定理 表示 为 张 量 形式 ,因此 对 所 
有 的 坐标 系 都 是 正确 的 (也 可 参看 例题 66)， 
75. H BHARRA E a) divg ~o, (b) divD=4np, (e) YV XE 


= 一直 Š, (d) 本 X 肛 二 个 表 为 张 量 形式 ， 
RE = kh B*, D Dt, Ers Hs r, 3 Z p Al c 1 As 5 t , + 
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是 方程 可 写成 
Ca) Ht = 0 
(b) Di = dno 


-cimp = l 35 3 mep 1 235 
Cc) = Ez. 一 C BE 或 = E, = r FP. 
i ari . CEFE 
d) —€ H, = 或 € h H, — — C 
这 些 方程 是 电磁 理论 的 基础 。 
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REB 正规 正 交 化 


对 于 zm 个 矢量 p. ps, t p. 当 p * p = Q RE x£ Bt, WE E m + 
矢量 组 成正 规 正 交 系 。 

给 出 一 组 线性 无 关 的 矢量 ,由 它们 作 正 规 正 交 系 的 方法 叫做 
正 交 归 一 化 ,区 称 施 蜂 特 CSchinidt) 正 交 化 活 。 

引 理 :mi ,pp 组 成 正规 正 交 系 时 ,它们 是 线性 无 关 的 。 

ME; > cipi Herpa tt F c. pa = 0, tE 05 p, AAR, Wi 

O =Ü: Pi =c (P. ` P.) + c (p. * Pad + "`" F c, Pa * Dh) 
同 理 可 证 i 二 0; 所 以 Pir Pitto pua 是 线性 无 关 的 。 
《证 毕 》 

给 定 一 组 线性 无 关 的 矢量 ,研究 如 何 用 它们 作 正 规 正 交 系 。 

设 xxzxesoxn REER H x,>50. 

首先 ; 设 anjn =p R p 的 大 小 是 1。 

其 次 ;从 p, # x; 的 线 福 组 合 中 选 出 与 pi 正 交 的 矢量 .就 几何 
ELEH, TE x, 与 x: 决定 的 平面 中 能 找到 与 p, 正 变 的 矢量 。 

设 g;==c p ex, 《如 图 B-1 所 示 》 

g2 * P, = Lepi HeX) * p, 
=g tcl * p.) =Ü 
EREA Ci = — Cka * P 
从 而 得 E= cz xs Cx pòp] 
由 于 x,,x; REXX. Eh D 
| YX, — (x, * p ) p > Ü 
因此 , 取 e; = 1, F 
P= gif |g. 一 [xs 一 (xs r PO p. 17 |x; — (x; " PPa! 
即 可 。 其 次 考虑 pu, p. 与 xs 的 线性 组 合 
g. = dh p Hd: pa t dapa 
. 234 


Él E-i AH A-2 


因为 ga * pi = gs * p. = DC hI] -2 所 示 ) 
Bir L a, csr, * pi = 0, d, Hear: = p-=0 
从 而 有 ga— dsl zs — Cx * pOPi— X; * pP) p. J 


因为 xi,xs. x, 线性 无 关 , 所 以 x3 不 能 表 为 pi 与 pa 的 线性 组 
合 . 因 此 | 
xs — (xs * PPI (x; * px) p| > 0 
HR Z,— 1, p.—g Í / ge: BT, DA FAE N , 令 


pi = [x — > G - pòp |/ x; 一 5) a, ` p.) p. 
(2 == j = m) (3 39) 

于 是 pus p. | ss p. AREER. EEH BE IF $m YF %Z #ç B) Jy YA 
#F 25 Bia 96 s AE E., I 

H ERHET S, Pis peso Pm FAE x ix; l" x, 的 线性 组 
合 。 友之 ,由 于 

x, = Ir/p: X, = (x, POP + |x: — (x, PMP 

于 是 ,xisXs sy Wr | pi, ps pr 的 线性 组 合 。 

PJ MRE 


1 
. X.= |Ü z= 1 
g 
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FEREZA WA 


| Ü 
Ix | 一 qI TE /2, p= K 


1/ 2 
[1 Ü | 1 ` 
x, — (x; * n= l-t v2 -| 
1 “2 LAT] 1/2 | 


|x; (x, + yp |= ZA (—1/2)'+ (2) 一 TEREE 


i 2⁄6 
Z un 一 1/ s€ 


1 x6 


1 0 
_. 1 i 
x, (xs * ppi — (xs * p.) p: —= Ë KZ ? 2 
0 17 2 


Z 6 /3 2/3 1 
| 3 
/9] 


3 


1⁄2 


-| 
/6/6 


|x, — iX; + p )p — (Ya * p.) p: | = 
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附录 C 曲线 坐标 系 


$1 正 交 曲线 坐标 系 
设 空 闻 任 一 点 三 的 直角 举 标 工 | ,rz 、， AA ua tts tts 的 函数 ， BD 


+ = Tiii stigs Bs), y = y(t ta), = = {ul HH) (1) 
并 假定 由 式 (4. 1) 能 解 出 T£ to, E Bp 
i, = HT YE Hg = Hale yT), ua = u£, yz) (Z) 


BERGO) ADA E E SE BT Sp J ae A R 3 m H EEA F 
EIR a F Bu 3 a AS fE ERRAR., 

给 定点 了 的 直角 坐标 x、y.z,; 由 式 (2) 能 解 出 唯一 的 一 组 相应 
的 坐标 taster ,ts: 我 们 称 minur 为 点 卫 BU dh $& A AFE. 

曲面 二 cs tir =Car t == cÍ (K F CEt SJ EO PF A E F 
曲面 。 £ X N R IHH IS B5 2 #Ë #R 2 EAE db A SK 2 qg A < E| C-1) , 3H 2 
A + IE] 65 2 fh J: E ffi , I| #F JH; H #k S Pp 38 Je E 3 yy , EH R 28 P. #& tP 
的 举 标 曲线 usuais 与 直角 坐标 系 中 的 坐标 和 轴 zr.y.z ESIE 


至 3 EH Sk 
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32 单位 矢量 、 弧 元 与 体积 元 


1. 单位 矢量 
设 点 P 8 fz @t X BE 2 r= ri yj zk. WEOE pi 


F= UE sbs siig) 


《 jk, 时 在 >? EË sy HEE), F jE 
IEA t) Mei UJ 5: B 


rji w _ 
La — "TIR ` tiy El Ata — ie 
| 
Ar 
式 中 h = pa | 


Pi PE HE , EH EÈ ez.: 2 X| E: tq z 
Hata fE P RA HJ E Dr HR E, i 


F re Z —_ l |a | 
gp, Ee He hses „IP Ph, = z, 3 h,= ETS la fraas Ba FF 2 Š$, 


EAF. BDE E eee 分别 没 曲线 massas IE DURI A I. 

P 3 Nu, Erti ii a= E P ARN 1 ÉS S: Hi ,这 个 方向 的 
单位 矢量 E, [=V u az。 则 样 地 ,曲面 wx 一 co 一 cs 在 已 点 法 
线 方 向 的 单位 舌 量 分 别 为 E, = Vu, |M ugi o BaN ua! |N ta] a 

2， 弧 元 与 体积 元 

H eS 05 


dr Srde + EE Edm =h due, —- A.dze,es -+ hadiae 


FE MUUS0KAy Q. H ds dr -dr BE XF TE 3 #š , HT e, = e; 
=e; * g= e; * e, = 0, P DA 


ds: = htd w? + htd u” — h, `d u: (3) 
ITR OE SË EZI ARERR MEETA 
dst = s ig du du, KA) 
7l q= 
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证 明 如 下 : 
i. ar š 
国 为 d= g da + a dt a ds S idu, + B.du, + fdu: 
于 是 ds: =dr - dr = Ë + Bd x tA " Palu du + ñ, . Padus 
+ Ë, * Ë dusdu, + É. " B.d z: + Ë, * Ë.du;daz; 
+B, - Bduidu tB ° B.dze dz , + Ë, . Bd u" 


3 3 
一 之 | D g aduydu, 
式 中 Bra Ep "E 
系数 矩阵 gw 是 对 称 短 阵 ， 
Rn R E Pn # E IE 26 PS, MU p 
= q 时 gm 二 0, 于 是 人 恒 得 式 
(3), 


T3 


由 图 C-3 可 羽 看 出 , 沿 
着 曲线 < (此 时 令 ze .aa 为 
常量 ), 即 dr 一 疡 dosage . MJ RT 
E m Æ P FA BJ É Tç RJ E 2 
ds Æ hide. PJ 4E FE, T A 
uestis 在 尸 点 的 弧 长 的 微分 
分 别 是 ds; = hadits, ds, =dua, 

由 图 C-3 iea # IF. 2 JH #R ERFARNA 

dV = | Chide) ° Chide) >< (h;dzese,) | 
=R, Ashadu, dirsdrr, C5) 

这 是 因为 正 交 的 单位 矢量 |el* exe;| 一 1。 


53 梯度 、 散 度 与 旋 度 


梯度 , 散 度 与 旋 度 都 可 家 为 曲线 坐标 的 函数 。 设 再 是 一 纯 量 
ER A a= ae, H aeg H aat 是 正 交 曲线 坐标 til s te p s iig J S< PR g, bj 
ELET A 48 %% BJ , 
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yap 1 æ _ 1 æ 


x @ = prad = 天 Ey + h, af? + a Re CG) 
V +a = diva = gay |g ehan) + z2 Cahyana) 
hihshs A mit ati i Bta ua kat- 
2 
+ s Qhana) | C7) 


Ail Ae, ABa 
1 g a 2 


V x a = cura 一 让 让 下 | mA Z, Bk (8) 
idy Rza Aga; 
Eb abr 
太太 -下 | Ae h, Qu, Ql h. Me Ql ha Q, 
(9) 


如 果 A Sh mh ml, B Pj ik AEF ee: e, W EEA 
Jj 3 HEHE HA RHR., ME, EENAA. 上述 公式 中 的 坐 
标 zi 12 tas MUE p — E E p) SE SE ryza 

F: p 2; 3 2 i PK E. 


S4 HARJULA IE Z= BH SË S AE S 


l. ” 柱 面 坐标 系 C(p,P,z) Ca) 
r = pcosgp, y = PSLP, z = = 
wA e0, gA ar. — c x< 
h, = 1, R, = Ps ñ. = 1 
2. 球面 坐标 系 [r ,9, (图 C-5) 
= = rsin@cose 
y = rsindsing 
z = reos 
AP 220, ORES, 0sC8= 27 
h. = l, h, = r, h, = rsin 
3. 36 PR AP SE 28 An) 
. 240 


4. 


式 中 £= 。 O= us mx. — Kx < z = x 


À —<— a 
c =< pu < b? < n: 
c: =< 52 < v < aš 


— 1 Ca A Ce — A) 
hm = oN Vp — VD — 25 
h =- 
ú 2 V (a? — DCE — J) (c? — g#:) 


LA 


f= 2 N a — v) (Ë° — v) (c° — v) 


Pa HEM SE R Cu u z) (图 C-6) 


= = atoshucost 
y = asinhesiny 


= = = 
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u= m: 
u= 371 = >a 
>` —= 


x = m. BÉ 


T" T. u= [l 
一 
u = = Tr 
v= ll] iG 
v= Ta f — 
r= .一 oara 
— Ax | | O 
E 1 r= jar? === sm; 
加 C-A 
Rñ, = h, = y sinh'u + sin", 
R. = ] 


坐标 面 在 zy P Ei Pq BS k ER pn Bd C-6 所 示 , 这 些 迹 线 是 共 焦 梢 
圆 与 双 曲 线 。 

例 1 试 证 柱 面 坐标 系 是 正 区 的。 

HF: 柱 面 坐标 么 中 任 一 点 的 位 天 为 

r= ri yj T zk—= pcoset-T pesing t zk 
+ Y Y 

TIETE LOES ir 3, S Se 
起 中 J cospi sing), x — psinpi+ posg» 了 =k 

沿 这 些 方 向 的 单位 矢量 为 
didp cosgi — sine; 


= — OF Sn L cospi +- sinej 
, EEEL V costo + sinp 


e, = ë 


" 642 ° 


gs 一 


o n o nn 5 n p 


Ë) 


Ë. = 


3 /op 一 psingi + ecospj . a , 
— EJES — = s = i = — singt + cosøj 
a y o sin” gp + p ecos 的 
N/R 


g. == ——— = K 


: Pr Z ks | 


` e, = [cosi + singf) » (— singi + cos) = Q 
"€; = [cospi | sing) ek= 


e, * e; = (— singi + cosøj) -k = Ü 
H| Di 5 F Z 2 IF 32 BJ ., 


" l4 


习 题 
试用 柱 画 坐标 系 表 示 矢 量 a= ri rj- yk., 
Ma ei Akas Iyi et 3 
REG eS pe Sre = — ġe, SË rh SE SR E E 05 Bl sç $ 25 23 mi IE 85 


导数 ， 
试 证 所 一 有 ep 十 singpe ea = ~ Oe, costpep e= — sinBëe, — cos 


Pg. 


Hok AEEA s ÑU) SL O P Jr , 3 598 S YE py PJ #h Et I +° , 

ht sË #8 F| E EK E P B SL 3 P A , 3F 80 SE B z Gy 35 E LE] + , 

it B] PR ml së kn 35 RA RSU 5。 

试 证 曲线 坐标 系 正 变 的 必要 与 充分 条 和 件 是 : 当 pg BY g, =, 
试 求 柱 面 坐标 系 与 球面 坐标 系 中 的 体积 元 。 

bK 3 886 N £t ° ka S FH 89 PK PA >u. , 

ËF s ats. za 是 正 变 曲线 坐标 , 试 证 .wz 相对 于 n tir ts AI IE 
BJ IÉ A hihoha s 

试 或 柱 面 坐标 系 与 球面 坐标 系 中 的 雅 可 毕 。 

设 wu usus PU X BR RES. a ES Vu Vun Vus HE 
mA., 

试 求 柱 面 坐标 系 与 球面 举 标 系 中 的 站- 
Ja HERRER h aE eE Ee 


.起 ər 
`a A Vn aY a, 


* 743 


(. 16 


C. 17 


C. 13 


C. 20 


C. 21 


s 60605 A 0 9 
ta 
“P 


. j °: 


LL l AC aE Su > Vs X Fu) =l. 


HA ryta = UTOR H Ey =E Sinig, Z= us, Úl)MEBHH K A 33F 3 
38 + Cu 5 3Ë p] >e, 

Ji Së 1F 22 BR 3 3⁄2 Pn 3 PVO RATA. 

Yt Se PR TBI s $a 3 p Sy 5V = a 的 表示 式 。 

设 wnsytts 3 R SE E 3 O GHE A |Y u |= hi, p=1,2,3: Cu) 
证 明 e, = Epa 

E E FA EEH m ey, Zuma tae a ===. EA E PF R l 
是 正 交 的 ; GO RHE; (iii) 求 de, 

设 wi .rasas JE E E R R o AHE e, = hha Wue £W tas A IE errta 
与 此 相应 的 表示 式 。 

WOR E ft A a 的 球面 上 的 纪元 。 


jk UE 1E S E PR 8 P 
2 
S >x Cae) = s. A mib) 一 = Z a — iah) 
证 证 正 交 坐标 系 中 
` l (a ie, = L iK 3 az, — tah RB.) 


HE SR 1E 32 sP: £F S P rota = V? >x a 的 表示 式 。 
ME S IE XF 56 kr. ë P diva =%7 += a HERA. 


# p IE 2 S: ËR 88 FR N W PJ E 2 X, 


FEE B WISE: sk ERS PAPA Gt =D, 


ME 52 £Ë JE 8 EB S PV Xa SVARTRA. 
推导 柱 面 坐标 条 中 WE 与 VW， a HATRA. 
推导 球面 坐标 系 中 WV? 的 表示 式 。 
推导 球面 坐标 系 中 WW >< G 的 表示 式 。 


IK NS 2 ST 5 8 PAR >J E <> fst 


第 一 章 ”矢量 代数 


1.1 试 证 矢量 加 法 符合 结合 律 , 即 4 十 人 十 cy 一 (如 十 而) 十 ea 
证 : OP+PQ=0O0Q=a+)b 

PO+QOR=PR=b-+-c 

OP+PR=0R=d 即 a+ (8+c)=4 


— -— —. 
OQ-+@QR=OR= d EË (atb) 十 上 一 如 
所 以 a+ (b-—c)= (a+ B) +e 


B 1.1 El 题 1. 3 图 | 
1.2 BARA a, b, WH: (i) |a +b|= la |+ |5 1, 
Gi) la—biZal—lb1. 
1.3 已 知 &2.D 共 面 但 不 共 线 的 两 个 矢量 ,在 a.b HER F 
面 内 , 写 出 任 一 矢量 > URRA. 


解 : 共 面 不 共 线 的 两 矢量 , 即 不 平行 于 同一 天 其 的 两 天 量 必 
有 一 交点 , 设 在 此 平面 内 的 任 一 矢量 r 的 始 端 与 其 交点 O H 2 Ç U, 


EH 1.3 B). r 的 末端 RR 分 别 作 &w.b 的 平行 线 与 5.at 或 其 延长 
245。 


线 ) 次 C.D 两 点 ,于 是 构成 平行 四 边 形 OCRD,OR 是 平行 四 过 形 
的 对 角 线 。 由 图 可 知 


OD=x(0A)= xa, OC=y(OB) = yb 
式 中 roy EAE. WEF I 2) E J 1 2 %i| , 38 


DR 一 5 方 十 5 或 r=rat yb 
这 就 是 所 求 的 表达 式 。 舌 量 ra, yb 分 别称 为 和 拓 量 rr 在 4.6 方 向 的 
ABS. AE ry KEERA AREH Jr AmE. 很 明显 ;对 于 
abr 而 言 ,rz、y EEK., EB q.5 称 为 基 矢 量 ， 
1.4 已 知 不 共 面 的 三 个 矢量 


ab 和 ¢; 求 三 维 空间 里 任 一 矢量 B = c 
的 表达 式 。 性 
L5 斌 证 平行 四 边 形 的 对 角 A b p 


线 互 相 平分 。 E LSH 

证 : EFAA RJ X: fB 2& 2 za A PO 1.5 4). 

因为 BD+a=b, BD=b—a, B(A BP —xç0b—a) 

因为 AC—atb, AP= ylab) 
但 AB=AP + PH- AP BP 
Bp a= yla tb)— rib —a)= (z+ y)a-- ty zr)Ë 

HA ab RER, IU r+y=l,y—xr=0, B r= y= y 8 P 
是 对 角 线 的 中 点 。 | 

1.6 《iD @& O JEE fa P J tE3E-— R P. Q. R 分 别 是 三 角 
Jë AB.BC.CA APA., ER OOA+tOB+tOC=0P40OQHOR:; 

Qi) 如 果品 点 在 三 角形 之 处 ,上述 结 论 是 否 成 立 ? Hm A UE 
HH 。 

Æ. GDS. 

1.7 WEEE AJE P & 85 pg 289 A FE #y VQ 2 JE , 
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证 : ENHE ABCD 备 边 的 中 点 为 PQR.S( 题 1.7 EI) . H 
图 可 如 


=. 1 — l 
PQO= tab， QR bte), 


2 
RS= etd), SP= 3 da) 
{E gGg-Bb+ c+ d= ü 
则 PQ=— (a+b) = 一 十 (c+d) 一 3R 


QR— +e) = Edta) = PS 
HHFA BR R 28. Ph pl PORS 是 平行 四 进 形 ， 


Ra 1.7 EH Ra 1.5 Wi 

1.8 P.Q ali Fi VQ p JE; W 3838 BC. DC 的 中 点 : 试 证 
APAQ FAAR DB. 

1.9 设 Pa, Pa P, 起 相 对 于 原点 
O 的 三 个 园 定 点 ;它们 的 位 天 介 司 为 
fis ros FI Q 斌 证 明 当 县 仅 当 ai a, a, = 
O, K BE r E ayri 十 asry 十 ar 一 0 对 原 
点 成 立时 , 则 这 类 和 拓 量 方程 对 于 任何 其 | 
他 的 原点 O' 也 成 立 。 8 1.9 F: 

证 : 设 P... P. Pa U AE SF T O S BU f SK PF A rire rs Ü IEI 
O AGRI F O ADARA u, MEE B E y E ari tari tawi = 0 

` 247 。 


在 新 参考 系 中 成 立 的 条 件 。 

如 图 所 示 ,ri 二 # 十 i， 二 十 Fi ry 二 十 rs 
而 且 arias, Haar = 0 
于 是 agita Tas, =a lu tri) +a, (g+ ri) Ha utra) 

= {a +a; tanut ari ta Hazra = 0 
#KÍË ari tar: tari =w RA 3 B. t 5 
(a ta ta u= 0. H arı taz:ta;, =Q 

这 个 结论 可 适用 于 一 般 情况 。 

1.10 LL P.Q B SA WJ e N 3 J] A r= 2i+-3J—K, ra = 4i— 


37 2k RA i. k RPQ, RRAK. 
E. 27 一 67 十 3K， 7. | 
1.11 4、B 两 点 相对 于 原点 ` 

O HERI SA a,b, WoR A 

A.B MERERI 35 , 

解 : 方法 一 设 下 是 通过 

A.B 两 点 的 直线 上 的 一 点 ,rT 为 题 1. 11 图 

PP 点 的 位 和 拓 。 由 题 1.11 图 可 看 出 : 


— — — — — 
DA 二 AP 一 OP 或 s+AP=r, W AP=r—a 


— — — — — 
OA 二 TAB 二 OB 或 a AB=b, W ABRSb—a 


因为 AP 与 48 共 线 ,AP=t ABK r—a=tilb— a) 
于 是 所 求 的 方程 是 
r=a+tíib—a) 或 r=(}—ti)at+ tb 


方法 二 BAPS5SPBRR, B| PEN m 和 ,使 得 


m AP—n PB 或 mlr—a)=níb— r) 


P 天 让 十 地 看 
解 得 m-n 
1.12 不 共 强 的 A.B.C = m Jl XT E SX O BERII A a 
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bp.c, 试 证 通过 这 三 点 的 平面 方程 是 一 22 十 吧 十 加 
rt T t + p 


武 中 mn, 户 是 纯 量 。 并 证 明 方 程 与 原点 选择 无 关 ， 
113 设 记 = 二 2 一 jy 十 KK, r.—šij+3jJ—2K, 一 一 2i 十 j 一 3k A 
二 3 十 27 十 SK; 车 二 a 十 后 ;十 cras 求 a.b.c, 
解 .. 根据 题 意 ,所 求 的 是 
3i 十 27 十 天 a(2i +R) TOG 3 ZK) te — 2 J— 3k) 
—=<“2a-b—Z2c)i+- (—a+j+ 3b5b-re)j+ (a —2b— 3e k 
困 ijk 不 共 弘 ,所 以 
2a—+-5—2c= 3, 一 站 十 3 十 二 2 a—2b— 3ce=5 
i$ a 二 一 2, b=l, c=—3 Ep r= — 2r + r;— Sr 
RË r, 称 为 与 撩 最 mravrs SR EK, Wi narar r 38 
成 线性 相关 矢量 组 。 
一 般 博 帝 下 , 若 有 一 组 不 全 为 零 的 纯 基 a.2.Y、…', 合 得 oa 十 
Bb 十 Yent: 一 站 则 a.6、c、…… 称 为 弘 性 相关 ,否则 称 为 线性 无 关 ， 
114 $ a= 3i—j—åk, b= — 2+ 4j— 3k, e=i+ 2j—kK. 
R: G) 2a 一 5 十 3c， Gi) la+b-+c|, Gi) [3a—25--4e|, Gv) 与 
3a—2b+ ác 平行 的 单位 矢量 。 


. . rnan . 3a —Żb+ 4e 
: £1) 1l1z—BK, (i) “93, Çiti) V 39585. (1) — 
aiii 358 


1.15 Ca Eig OlƏ-r,.,y,z)= 3(z)°z 一 TCy) + 5, TK SK F 21 
A AHJ O tA.: G) 0,0,0), Gi) (1, -—2,2);, Gi (C —1,—2,—3). 
解 : G) (0,0,0) 一 3C0)?00) 一 (0) C0)? 十 5=5， 
(ü) @K(1,—2,2)=3(1)*(2)— (1) K—222*+5=1393, 
(Hi) 钊 (一 1 一 2 一 3 一 3 一 1 的 一 3 一 《一 1 一 2 十 5 
一 一 12。 
1.16 已 知 纯 量 场 D (Z, yrn) = Ayler) + 3zyz + (z)° + 2, s: 
FARA AA PÉ: G) (1.—1,—2), Gü) 《0 一 3 17。. f 
答 : (i) 36, GD 一 11。 
1.17 # AHTI REH., G) V Kz, y) = r£ + yj.» 
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(a) (b) 
RW 1.17 23 

解 : G) 在 roy 3 HL, XJ W B — S Cr, y) ME — Hh 88 — 3 3K xi + 
y7 ,该 矢量 的 模 为 V (rz) Cy, FARRA o 向 外 发 沿 。 所 有 的 
rity] RHIM A ll (z)2 e (y) =a", a> 0 上 的 一 点 (如 图 
(a)),. 亦 凤 加 上 各 点 法 线 ( 向 和 外) 方向 就 是 矢量 场 移 方向 。 

(H) 对 于 矢量 场 Vtx,y) 二 一 Xi 一 yj :与 (的 情况 一 样 , 但 各 
AERE EJ Ey Gi 2 rR B) Ez [ej , S! Ë] Cb) E zF , 

HORHE WS o 点 是 场 源 。 情 况 (ii? 是 汇聚 场 ,o 点 是 汇 
SE KA o 

了 以 上 两 种 矢量 场 都 与 无关 ,所 以 有 是 二 维 声 。 

GD 因为 场 中 的 每 个 矢量 的 模 是 / (zy GD CP Ce, BT t 
的 点 都 在 球面 (x 六 十 Cv) 十 (z)? 二 a? 上 ,其 中 4 六 0, 场 中 各 和 天 量 是 
HERG o 发 出 ,并 洛 球 面 各 点 法 线 方 向 发 散 , 故 称 为 三 维 有 源 场 ， 

1.19 HHE a* (p-+¿e)=a < b+a c. 

证 ; 设 a E X B a W R: k Er h n 85 St R BL, Bi) (b Tc) a 
上 的 投影 等 于 上 5 在 a 上 上 的 投影 加 ec 在 ea 上 的 投影 ， 即 

(b ec)" a =b atera 
Jia RARA Horan =braa terag 
. 250» 


ËI - (bte) amb r atera 
E R B S BL AH E SF a 2 L A 

a * (b-+ce)—a * h+-a + e 
FIr. R k BJ E EAT Bi PP + HF 


z 


E F G 
题 1.139 图 题 1, 23 图 


1.21 # a=2i+-aj+k M b= 4i— 2; — 2k ÆA, WOR a wt. 
E: Ph Wi X 8t TH HE JE 9 3 PE a - bp—= 0.45 
b= .¿2)C(4)4 Cay —2)-L (1) —22) = 8— 2a-i 2 = 0 

PTE ea 一 3。 

1.22 iWEna=4i—j+33k, b= DT = 2k ORENT a.b 的 
单位 矢量 。 

S. 十 一 27 一 2k)/3。 

1.23 ÑE BH P: pg — f 3 B) 235 sx se PE , 

证 : FH JES 1.23 BH nf 38 

b+c=e 或 一 站 一 到 

于 是 c+ c= (a—b) (一 一 在 二 一 2 
所 以 © (c):= (a)2+ (06)! 2abcosd 

1.24 设 ABCD R — 3F 4 HJE, ba WE À P? + BC: + CD: 十 
DA= AC + BD:, 

1:25 FEB 33JE BJ xF 8 ER S +W 3E 83 ; 

证 ; 由 图 可 知 OQ OP PQ=a+ b, OR-+RP=OP3R 


— ae — - — 
b-+RP=a, RP=a—b TE OQ -+-RP=(a+b)- (a—b)= Ca): 
pol” 


— W =0 CH S a=b), DOOR P Cb 


Q 
HFRP, | s 
1.27 试 求 与 和 过量 a= 2i+37—+ N. 
6k ÆA, ES E K BL 8 二 i 二 57 十 3k Ü p R 
A n B) F [8] A # , 题 1.25 Ei 


解 : WE P ss = Fr s F 
而 上 的 一 点 ,rr 是 P um. y, 
2 所 的 位 天 ,总 点 是 矢量 是 
HR a FA 5 £ pV #E Fir EÉ 
的 平面 内 ,因为 所 求 的 平面 
= 5AE a 垂直 ,所 以 在 沪 


平面 内 的 矢量 PQ=b 一 + 
ny ËJ a A, Ep 
Ch—r) *a=0 
或 Fr = a= + a 


这 就 是 所 求 平面 的 矢量 形 
题 1. 27 图 式 的 方程。 该 方程 用 直 币 坐 
b JÉ A R ë 
Crit yj ek) + Coit 37 十 6 天 一直 十 5 十 3 天)“《 呈 十 3 十 6 无 ) 
Bj 2r t 3y t 6z= (1 LR A La (3)(6)= 35 


1.28 RO ALA (risi r BU z R A a, fE SK Alr, y z) AE 
RA r Ja y TAR F r 的 轨迹 :0 ea) =3, Gi) Cr—a)b a 
=Ü, Gii) (r—a) " r=0, 

$.: G) PLE nosyon) :半径 为 3 的 球 , Gi) EB CT RE G 


并 通过 其 天 末端 的 平面 ,Kiii) 中 心 在 | 2, n, aj .半径 为 


SY Co) 十 C9) 十 Cz.): 或 直径 为 a 的 球 。 
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1.29 RE 1.27 中 坐标 原点 到 所 必 平 面 的 距离 ，。 
H.: ARAR FAEERE ba 上 的 投影 ， 
x Et a 沿 其 自身 的 单位 矢量 是 


. a 2i+-32- 6k 2. 3. 5 
a 二 一 一 一 一 
a SyFy Gr T 71 7 
b fE a LABRE 
b+ z — (5 OE3E) ° (5 + j+-k| 


=| Z] 6 7 J| + j= 5 
1.30 BH a=3i+ji+t 2k 和 5 一 i 一 27 一 4k 分 别 为 Pe@ 两 点 
的 位 矢 , 试 求 () 通过 外 点 并 与 二 直线 垂直 的 平面 方程 ,fii) 计算 
从 [一 1,17;,1) 点 到 平面 的 距离 。 
答 Ci) (rb) + (a 一 上 一 0 或 2z=+ 3y—6z=—28, CG) 6。 
1.31 WEL e.b 25 638 B9 3 47 PQ D E RE |a >< 61 - 
证 ; 平行 四 边 形 的 面积 
O = hb= asin@b= |a wp | 


MERE, ab 为 急 边 的 三 角形 面积 是 地 laX5b1。 


.- =- B ` = C 
RE 1.31 图 题 1. 33 图 


1.32 jka=3i—j— 2k, 5 一 下 十 37 十 天， 试 求 :4 人) |jax< b|, 
GD Ca 2b)>x (ab), Gi |(gq+b)>X (a—b)5|. 
Æ, G) /195. Gi) —25i435j— 55k, Gii) 2 «195. 
1.33 bCUuE3FTE = f JE ñ E 3 E ED. 
证 ; Babe 为 三 角形 的 三 条 边 , 如 图 所 示 。 则 ai b- e= 0, 
EZH a boce 与 该 矢量 方程 作 天 积 , 即 @@X(C JAX Jex 
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a>xb5b—b>x ec=ex a 


RH absinC = b5esinA =casinB 
或 sinA_ sinB sint 
a Š € 


1.35 ÚW VI.V..V.. V, Ed X BE BU S ZYP 
P TA IS A P Pe e BI F. F. F F. 的 面 
积 , 和 拓 量 的 方向 是 这 些 表 面向 外 的 法 线 方 
向 , 试 证 Y 十 Ya +Y. + V,=0. 

证 : 在 证 题 ]. 31 BP EL Zi BH. DI u. v 


为 边 的 三 角形 面积 是 于 lxy|。 


四 面 蛋 每 个 面 的 天 量 是 
V, =5axb, = be, 


Vi e xa, V. 5 e—a) X (b—a) 


于 是  VI=--V.,+V,+V, —[axXb--bxXc+exa 


+(e—a)>x (b—a) ] 


= CaxXb+bxXce--eXa+cex5b-—cXa 


—a>x b— a> a)= 0 

这 个 结论 可 推广 到 封 用 的 任意 多面 体 ， 

1.36 #a=i—2j—3k, b=2i+j—k, c=i+3j— 2k, WR: 
(i) [ab xel, Gi) Jax xej, GID a * Xe), Gv) (axb?) 
. c, (v) Ca bp (bX cy, (vl) (q> b)(B * c). 

答 ，  G)5/226, Gi3 v10, Gi) —20, Gv) 一 20， 
(y) —40i— 20/4 20k, (vi) 35i— 35+ 35k. . 

1.37 试 证 4* Oxo abe 为 邻 边 的 平行 六 面体 性 积 
的 绝对 从。 | 

证 : ioan EE b >C e FJ z BS P. 4y UQ I AAEN, n 2 
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RÆ ga 末端 到 平行 四 边 形 了 的 高 。 因 为 平行 六 面体 体积 等 于 平行 
四 边 形 ( 廉 的 面积 彝 高 ,所 以 
V= (a milh xel =a H [belnl=a* (hp Xe) 

# a.b.c 构成 左手 系 , 则 a * n= | 
0, ñ Es +S uE , 

1.38 求 对 季 线 为 本 一 中 十 了 
— 2k, b=i— 3j + ák BJ 3E fy PQ 21 
形 的 面积 . 

答 : 5w3。 

1. 39 ik UE a + (Xe) 
=b - ex ag)=c + (a>.5), 


. dl d2 “s 
证 : 因为 a" (b>XXe)= [ib bs Hs 
cr Ce Cg 
根据 行列 式 的 行 与 行 或 列 与 列 对 调 一 次 ,就 改变 行刑 式 一 次 正 负 
£ ñ: FE ph aA 


Ga, a az! r G h; ór ë, b 
ó, ó, ba] =— | a, ez .es 一 [ec c C| =b" Xa) 
cr C Cs | & Cr G Ga, a, Gs 
2, d, a cy <, Cs [El €, Cs 
b b, 5 l=—|5 ë | 一 ai a: Aai =€ a (ax 5) 


bh bh, 6! 
1.41 试 证 矢量 立 . pe 共 面 的 亮 分 与 必要 条 件 是 a， b > c = 


证 : a ° p>XXe=0 N| 1 SS Ë a + (b><e )= 0 
ma.b ce EM Ma be 28 $B 35 BS F $; 2< I 5 WJ OPY 3 SE, 
H W 1. 37 3l.,a e (b >Xex=0, 
如 果 a + (bX c)= 0. a.b.c Fg IR 69 E 4725 SI8K K t 2 E, 
所 以 abe 必定 共 面 ， 
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1 42 Emi Catb) + (b--c)X (c+a), 
E., 2a. b>X e. 
1.43 WWE ta >x by> * (cXd)= Ca * c)(b d)— (a * d) <ë ° 
c), 
iE: HEB 1.40 [HI p+ (cXd)=— (pXe) d P paak 
则 
(axb). lex =l axb) xe]. d=—[b(a :ey—actb*c)|*a 
= (q * c) Cb  d)— (a = dbac) 
1.45 试 证 ax xot bx exa) tex axb, 
证 ; H K (1. 37) A 
ax (b>x e)= búa t e)— ea = b) 
bx (e>Xa)= e(b ° a)—ma(b5b * c) 
exa xb) =ate + b)—b(c * a> 
三 式 相 加 后 等 于 零 。 
1.47 试 证 球面 三 角形 的 正弦 定理 。 
证 : Ú POR 是 一 球面 上 的 三 角形 ， 
= ffi JÉ É) = z P = Et RAME, ES H 3 s 
证 明 的 是 f 
sin P _ sIn& — sin R 
sinb sinq sun 


设 球 的 半径 是 单位 长 ,从 球 心 O 〇 到 


P .Q.R 各 点 的 笑 径 分 别 为 单位 天 量 a,b, EG 1.47 图 
c. WEA 1. 12 有 

(axb x (ax c)= (a + b>XX c)z £i) 

垂直 于 ax b A bx ce KARRAR a, jk SK G) 82 28 

sinrsingsinPa= ¿(a * b >x e)a STEE 
或 sinrsingsinP =a * bXe {L111) 
将 p47 P Q. .R #la,.b.c 轮换 ,得 

singsinrsin&Q= b = cX q div) 
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singsinpsink =c» g >x B (v) 
H P| 1. 39 3. RGD. A (v MARAA, A 
sinrsingsin P =sinpsinrsin& = singsin psl R 
FE 
sinP _ sinQ _ sinR 
sinp sing sinr 
1.49 斌 证 (aXB) - (DXe) X (cxXa)= (a * bxXe)’, 
证 : AA. 367 有 
p>x (eXXa)=eÇ(p > a)—aúp a. e) 
设 p= 52 e, Bl 
(bxc) X (cXa)=—c(b>x e * a)—a(b> e ° c) 
=—ec(a - b>XXc)—a)b * cXc)= ea - b >< ce) 
X. axb)" (bX cX (cXqga)—(ag>55 eclat- b>XXc) 
= (a> b * e)la b>XXe) 
= (a * b >< e) 
1.50 $ RRA 2 十 37 一 下 ,一 了 一 2 站， 一 证 27 十 2 的 对 和 侦 
REHA. 


. ， T. ` D 
答 : Si -i+ jk, —5i+j— yk. 
r € X 65 , €X 1 e, >< ë; 
1.51 E 知 “Ci e. N e, > e, ° fT a - e, Xe,’ Ër 3 ë, £, Ke y 
1 


re, l ee ik HE, G) # e t eXe, =V., W] e ° ey XXex—= yi 
(ii) 车 eeysei 不 共 面 , 则 ei ,ezs,e3 也 不 共 面 。 


(Eo EI) + Ke, Xe, ) x (e, XK er) 
则 e' + et > es 一 EKE) t Ce X < 6 2622 


(a, >X6,) = Ce, Xe, ) >X Ce, Xe) 
TT 
利用 题 1. 49 可 得 
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(e, *e,Xe ,)” V ` 1 


了 


É, “ez X e= —— 一 天 一 交 

CGD 由 题 1.41 知 ,如 昌 e,.e;, fll e, 不 共 面 , 则 e, * e, 22 e ==. 
从 题 1.51 证 明 的 结果 可 知 el -exXes 隆 0; 所 以 eier 和 es 不 共 
mi . 
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a p TS pK 


ROE ”矢量 分 析 


2.1 E% a=sintitcostj+ tk, WR.: TE q, GD z, 
| ë 
《证 jav Ts]. 


解 : (1) y = É inniti (cos?) J+ Š @)k=costi— sint jk 


G y a d | Ë D 

112 Te de! d! — sinti — cost j 

(11) F: = w (cosz£)°-- (—sinz#)° A+ (1)”= v 2 

(iv) P. = v {— sint)" + (— cost) 一] 

2.2 B® ase itn HDS tgik, RR t= 0 aa G 98, 
(11) ) Ë. » C1 Ex 
ii TS Gi de | iv) F: a 


Z, —i—k, Ci 2: GD ⁄ 2, Gv) v5., 

2.3 曲线 人 的 参数 方程 为 z 一 zfs)y 一 wz 一 =) 式 中 
是 从 盟 线 CC 上 一 定点 让 着 已 草 得 的 弧 长 。 设 上 是 曲线 CC 上任 一 
点 P RAR, PK aF BH dr/ds 是 曲线 已 在 该 点 冷 切 线 音 位 矢量 。 

证 : 

KS $ S Cri yj =k) = Š TL Ek 与 曲线 r= 


Tisi, y“ ys), z = =(s)31. 
F£ iF r: st JS y 1. [NN Cds 一 (dz): (dy) + Cdz)2 所 以 


dr PS: dy dz ledr) +ídy)? + (dz)? _ 
ds | 7 Eai HE 十 | 笔 | = 一 (ds)? 5i 


2.4 试 求 有 曲线 r =acoswt, y = ašsinat,z= ht la, b, “是 常数 
上 和 柱 一 点 的 切线 单位 天 量 。 
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me SG awtos] LOR 

H Fatur |b 

-5 Ha db ER u BU BJ AAE: 

.. d _ db da d _ db ,da 
“to; ta b)`—= a dr L da, ° b. (u); ta xB) =a X rt a < B. 


证 :方法 一 


tsa 


. d. o a- Aa) + th FAb—a + b 
DD ln ——— 
im 8 P+ Sa bt Sa + àb 
Tan R; 
a. ĝe ea, MAb 
=limj a- E b+ A | 
— (db da , 
=ar 4 TU dz 
. ña. Ab _ 
因为 人 im Ar 
OLAX Cb AB aX 
ci) Š axb) =lim Ca t+ óa) x $r ôb) — a x< b 
dt Hm A 
O ax Ab Aq> p Aa >x Ab 
qm g Ap L Aa >b. Sa X Ab 
aag Ar 
Ab Aa. ,, Ma 
=lim| a X a FA; xb AX 
db da 
B X 4 T az > 


因为 lim 2g x A5 一 0 


ae 
方法 一 
(1) 12 a=, tT a, j-- ask * b= bit 5; tbk 


Ca + p) = 4 Caii +Ë maah) 


i dë Afa dh. 

=| a; de Tee g s | 
l da, deas daag 

4 1 T; h, -t q; -bit bs) 


.dp da 
TE ar tar’ 


d 


+ DDD: 


“arD 


i 


iL) 


š j k | 
d og 
EXD = y A a, z 
| b b 
利用 行列 式 的 求 导 定 理 , 得 
i Ni k i j k | 
db, dé, db, š š š 
df dz dr bl b. Ba | 


2,6 Basti tjt +lk, b= (Cr 3it jotk, WK z = 
1 时 61 Sa。 b), Cu) Í axb), Ciil) Tla. b]. 
Civ) lex 
æ. G) —b, Gi) 了 7 十 3 大， Ci)1, Qv? ¿674 32k. 
2. 7 ARFI ExT). 


解 : 根据 例题 2. 1, 有 
| da 53| 一 da _, d*a d'a da da daj d'a 


qe a <q] a de Te ° de de T dz > dz de 
da .dig | 
=a < jy g TO TO 
da d°a 
=at dz dr 
d db da 
2.8 设 ab 是 :的 可 导 函 数 , 试 求 年 | RL Ë] 


d _ 
2.9 设备 的 大 小 为 常量 且 Luka E a 5 EWS 
直 。 
证 : 光 为 a 的 大 小 为 常量 ,所 以 a* 4 二 靖 量 ， 
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d _ da da _„ de 
于 是 q | g "人 一人” qe Tq, ` a= Za q, 
da 


TM a s YE 0, dajat] #0, 0H a H arlsa. 
2.10 j a(n = 3i H 4) {22)kE ,htr) 


= sinti + 3e j — 3cosik, WR t= 0 时 的 全 3《 >x b). 
答 ; 一 307 十 14j 十 20k。 
. da da 
2.11 Wia» ye 3° 
证 :方法 一 


I a=sia,j-- ask, a= atrata? 
der 1 da da, da) 
Jo = a TE L 2a, TS 
di 2 de T2a, gr + 2as a | 


(atas as) uaj 2a, 
1 


Vaitai al 
所 以 g * 一 
方法 二 
Pš >J a ° a= a, Sa - a)—= (a`) 


H 7 kan = pa — 
da da da 
dz _ 
如 果 a BEREE a CoRR 2.9 EDAR., 
2.13 WFE zr,y,z,t BJ P $r I zy;z X FE t É) PS %& , 3 El 
# = UT SP piq 3 , PU HF 
dF _ F IF dr _ ƏF dy _ JF dz 


、 da _ 


d a Aard Hd "Rd 
. J02 


证 : 设 FAF i(z,y z, ti— PTY Tf) Far, tk 
则 dF =dF a papua 


- | Agp È Pide Wady Td | i 


>”, 
ta +Š Tida +2 d BEM 


F, 中 3g +a e 
E; 


S sa + —dr+ 


+ 
k. TF, 11. 
ap Tanja 
_ aF Tede- + ws, y+ ds 
. ap ap adr ƏFdy , aF dz 
所 以 24 Br rdi Əy dz ` az d 


2.14 ÜZ a= coszyëš A+ (ary 
wa An An Jn 23a 


gy ar’? ay? Aray ayar”? 
答 : = = ysinryi-+ (3y— ir)j— 3k, 


了 一 — rsinryi j 3 J —2K , 
3 `a ° . . ; | 
qa = y ecosryi— 4j» a — T COSEY, 
K Fa 


Jay aya oszy T sinzy)i T 3j 


2,15 l a= r yzri— 2rz' p rek, b= 2zit yj — =k. KR K 
a ° 
(1.0, —2)BJ ya 8285). 


解 : 

| i j k | 
a>x b= | ry —rz rr“ 

| 2= y 一 
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= (2 ri yt ry it Creta yz) J + Cr y zt dre NK 
aax b) = 1 2 x = 3 K! 3 z + 
— T (6z°zY— yz" y£ (2z* Ar ygd (Ery zt 45 Jk 


Jra xb) 2; 
— =-= áz zj 4 ! 
Ardy i+ Arzi t Azyzk 


a `Cax b _ 


fE (1,0,—2)2ËE, Iry 


—4i— Bij 
3.17 J RD = (u — u? it 2u j— 3k, WR : G) [Rud w). 
gil} | RGodx. 
RE: 
(1) |Rcoar = [tai pu jf— 3k du 
si| U )du + j [zaut] — 3du 


' r 
| 


+J| 所 一 “| +k(— 3u + cs) 


| 


Ju’ u 
kaka 
z 


q; 
i 


E k 
=| 55 iH +- 
式 中 ceite] Hek 


.. Ë Oo pja a). ee ] 
(li) | Roeodz -| Fi |it > J 3k +e 
| 5 15 
—— i++ —3k 
gtt > 7 3 


2.18 W 天 [站 二 [38 一 ti 十 (2 一 时 ) 了 7 一 4 下 ， 试 求 : 
d 
C1) frode, Cl) [Roa 
答 : ft) (ia 一 /十 《2 一 3 了 一 天 天 十 (u) 508— 22 — 
24K. 
dia 
2. 19 mR lax gad. 


da’ da da da _ d*a 
E: ge. aX T | =a X Jp de” dz G> J 


da dj daj ,da 
积分 axa = | ax Jr, 77 q te 


2.20 j astic 3J-2ik,b=i—2J- 2Kk.,c= 3i- zt k KK ; 
CE) a "pedr, Lir} f ax czxedt， 
] 1 


Ga 


Æ. G) O. GD -4 jbk, 


2. 21 EUI fy E RYLE AS B] , K FH E 398 E] BS — 47 R 
让 :由 理论 力学 知 , 质 点 在 有 心力 作用 的 运动 微分 方程 到 其 动 
TE: $E tij = 2 | 


m T 一 一 Z, E =— EM, C1) 
r X v = 2H = Rh (2) 
d d d 
KF rrgs P "T Toro Bl 
dr d dr 
hR= rX v= r X Ir + gnlon X 4⁄2 (3) 
HLL Pap = n Xh=-—GMr.x rx Sr: 
-, | dr dr `. dr. 
= 一 GM| |n - Ç|" Oo y = GM T 
d 
上 式 是 因为 "也 一 0( 见 题 2. 9) 
d dy ' 
BHF h E W K q, OXW = g XR, A 
do xh = GM S": 
q X h) = GM T; 
积分 得 vX h= G M|PTIT + p 
H JE r + (X h)=CGM + rir < p 


| 一 人 十 rr © p= GMr-+rpeosh 
RF pERS p KERER OE p 5 r, B) 3E fB , 


P 为 re (vyXh)= tr} - h=h + R= h° 
艳 有 h2—= GM: T rpcos? 
: h? h GM 


r= GM peosd 1 CP /GM)cosó 


由 解析 几何 可 知 ,焦点 在 
原点 ,偏心 率 为 e 的 圆锥 截面 
极 坐 标 方 程 是 


r= p ecos 
AT a ARR. ath Ab 
上 面 所 挫 得 的 方程 比较 ,而 且 
行星 的 轨道 是 封闭 砷 线 , 所 以 
行星 的 轴 道 是 椭圆 曲线 。 

2.22 al) =2i— j+ gn 2.21 图 
2k se53) 一 4 一 27 十 35, 试 求 | a . qq, 

Z:10. 

2.23 i bir, yg) =3r'y— yr AREA PE, 219A 
FPC grad), 


l Zip rarz yig 
R: VO 一 | itii tak] Ory) 


> + 2 2 ， 535- 2 Za 3 2 
=i dry yz -+j Py Sr y— y r") 
可 va y .32 
十 下 z 3 y yr) 
= ĝxyi + (3° — 3y z) —— 2 y zk 
= — 12i—9J- 16k 
2,24 iR as? ri 3Szrz j+ rz'k, b= 2r — aty PX SK XE = 
P (1, —1.,158B9 a “ 7E EJ a >x V P, 
葵 :5. 7 一 上 一 11 大 。 
2.25 BO P=lir Gü P=, RRVÈ, 
解 : 
G) r= zit yfi zk, Wi Irl = z: pa z 


Plnl|r| = inct yH) 
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v = Vln(= tye?) 


] Fr. 3 ， WI. a 
=Í: gn yz) + š a nT P yt z) 


+ glay) | 
df; __ 2z |， Ay 

2 ipt 十 十 过 

= (rit yi yr/ 
(ii) 
ve=v [1] =ç] -=)= Ec 2 2 25 —172 
r Japy e) Vr ty H E] 
zj 

Si y HI HD E ahy H 

+k rt yt) 
mil pG z pj atty] 

+k| —y Carty) ] 
_ zit y + z=K 一 
Cr ye Fir 

2.26 WV |=]. 

简 ;3rr。 

2.27 WE SV =nr r, 

HE: Vn V ( a +y +z2)"= W ry) 

A , 
i 


+k Z [ert yt ayu g 
=i F tty HDi z |+ | Fee +z; 12y] 
+k| > CESET EE '2= | 


=pl tH y tr rity] tk) 
$ 267 m 


= x r?) z p= ar" êr 
注意 r ”一 rr ， 式 中 普 是 rr 方 癌 前 单位 矢量 ,册立 天 一 mr ri. 
2.28 WRV (Bri A r 十 6/ Z r Da 
管 ,6 一 27 一 2r Dr， 
2,29 WEVE EAT HH IB Pirey =C ARC 为 常数 ， 
BF; r= ri yj zk Æ BH I E á. P (z. x z BER, W| dr = 
dzi+dyj+ dzk E ÉB MiA P BJ Uj >F 8 Pš , 


aP, ob. ən _ 
但 dP TT de 一 日 

r + .. TE 四 Ki 1 N . a P- ræ — 
或 本 S j Pi (drit dyj-Hdzk)=0 


部 VĒ- dr=0, RA Ç 6 ÆA T dr, tE RK 3 Pí T BHN EL. 

2,31 BR H Mi 2zs 一 3ry 一 上 一 7 fEJA K1,—1,2)8 JJ F: I 
方程 。 

H: V (rst — Bry dr) = (2z=2— 3y— pi 3zj-- Azrz=k 过 后 
(1, —1,2) RH E BJ EK S E 71 一 37 十 BK 

FARA r. H RIEA N ERATES r) > N 
一 0{ 人 参看 题 1. 27), LA BE RA Jy 2 JÉ 

[iei i y + rk) — G — j+ 2K&)] cri — 3j + 8k) = 0 

Tr — 19 — 3y + 1) + 8(z — 2) = Ü 

2.32 WR hE z= y 在 点 C2., 一 1;5) 的 切 平 面 方程 与 

法 钱 方 程 。 
TT y+] £5 


@ ,4 一 2Yy 一 之 一 5， a = 7 nA r= 4i 2. y = — t 


一 yz = —t + 5. 
2.33 WE QO B5 Pk 2 LEGEA Jr ARRONE 15 A Fl 
ME VD 的 模 与 方向 。 


. 2585 ` 


dP_@dr Əbdy  20d4z 
ds Bardr .dds deds 


_ jo, 3@, 3). |dz;, dy, dz 

一 | Fit IK] A] 
dr 

=V. I; 


因为 他 是 单位 矢量 , 立 虽 . Evon mama. vosy 
同方 向 时 ,其 投影 为 最 大 ,所 以 方向 导数 红 的 最 大 值 是 | 7B|. 


VOS. — _ 
2.34 É B=axry' + byz--cz2 z ESA 71.2. —1)B5 3 EF Ç @ sÉ 
ITT = 3. ARARA 64, 试 求 常数 aibe 的 值 。 
答 :4 一 妇 , 疡 一 24c 一 一 8。 
2.35 试 求 曲 面 z: 十 好 十 空 一 9 与 > 一 好 十 光一 3 在 点 (2， 
— 1.2) 3 fB , 
M.: 08 WH IK ZE 3: K BS 3 fE SE S o PN WE II a X =a, PS Sk. — [E] R 
外。 
过 点 从 ;一 1,2) 曲 面 zx 十 y 十 2 = 9 的 法 线 为 
TË = V (x°: + y? + z:) = 2ri + By] + 2z=k = 4i — 27 + 4k 
过 点 <2, 一 1,2) 曲 面 z 二 =x: 十 y 一 3( 或 = -F y — z = 3) Ë) E E 
w b, = V (= + y — z) = 2zí + 2yJ — k = 4i — 2J — k 
CFE). (Ç G,)= | Ç@, | | VD |cos#, z p 0 NK j P = ze 0 
3⁄8. TÆ 
[和 一 2 二 4) + (48—2g—K)= |4i—2;+ Ak || 4i— 2j k cosd 
16 十 4 一 4 一 (4 十 [一 275 干 (4 和 Z(+ (— 2: V cos 
cosĝ= 8Z/21/63=0.5819,8=-54°25' 
2.36 设 曲 面 ar" —byz= (a+ 2)= 5 4r yts EAC, 
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一 41,92) 正 交 , 试 求 常数 4a.5 的 值 。 

s .a=5/2,b=1, : 

2. 37 B 四 二 27 y rt WAR V . V EI div gradĒ) , JF BF BB 
7 4 v b= V° GO, 

解 : 


F 


. . dA a. f _ 
G) VË =i TY I T J gey Ok 2 ryz) 


= Bx vz EA j + Re’ yie K 


j ， 可 "=a . - . í + 
qo ZŠ =| iiia] e Gaty zit deyz j 
+H8r’y r k) 


3 _ ° a 3 + 2 à 
= g ety E ) + s Az yz. ) 十 > (&z* v Rs 
= 12r z t Arzt pdr y z 


| EAEE 
GD y yo =| a+ j+ tz j+ 3 


dy Əy za 
_aləp 3 əp 1 3 [2 
=z D) a 区 | 十 去 | a| 
一 


2. 38 uy a= aryrit y j a yrk, P= 32 — yz RER 
Cl DHJ: G) V ta, Gi) a” yg, GD V + (ba), Gv) V * 
(V e), 

Ar. G) 4, Gü) —15, Gi) L, (iv) 6. 

2,39 MIE: V ° (apby= Ç «a+ V "b, i) ge (@ 
ay= (V @) * a tD y * a). 


证 ; 

证 asa itaj takb=hitb:jt bsk 

| = a, 3; Aple | 

Dy- (a+) = pitita] [at BEt Cast ba) 
CasTbadk) 


3 d, d 
= g 十 五 1 ] 十 六 (az 二 和) + (as tba) 
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ckt 
E A 132 :十 LS 


(Zarara) ` Carita tak) 
+| Ett) Cb bj Hok) 
w ay E 
= a+ Ç +b 
GDO Y + (a)= V * Wa Past sQ 


= 一 一 (Ba ) +j CDas) 十 一 2 (as) 


ee 十 aa ° Ç 
xD L 22 
= Tay: Ta ka + O| SE: — + 二 


-| +E jEr] - Cait a task) 
-al aita tak] «Ci asf + ask) 
=( VP) :dw + a) 
2.40 WRV ilnar), 
Blia 
2-41 MHW ， É z| =°. 
证 : 设 => ,4 一 r 代 人 题 2. 39i), 
| “Cr r= (Vr 2) r + GTN er 
一 一 3r `F + p + 3r ° = Q 
FK JH Y Rü 2, 27 的 结果 ， 


2.43 设 asr; r, n 0 H r= [r | r= rit yj-- =&K ). TIK 


V <a, 
aj = 可 y J| = 
,Ts 一 一 | 二 .| 十 二 | 二 | 十 二 | 二 
Vota alalta] tala] 
_ 1 nrz 1 _ ayy l nazz 
= Hy T Z petip T tly 
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z. 14 斌 求 : (1) ` * (rr), Cl) Y ° [r 7 O] 
(hi) V [S + irh 
£.) 6r*, Gr) Br 1, Gi) Br 


245 Ekta=xyi— 2z*`yz j+ 2yztk , WREE. — 1, 1)59 
s xal Ef curla). 


解 : V xa =| Bit Zk) >x (r='i— pr yj 2 yztk) 
i j k 
-13 a 也 
ar ay dz 
zz? ry 2yr’ 


= [x yr E atye) + | Zee) 


一 到 (2yz9 |+ [2222 Hi Cez) |k 
= {2z ry) T 3z==° f 4ryzk 

EAC, -1,1 V Xa=3734A 34k 

2.46 i a= 2rzi— yzj t 3r k, b= r yz AREA, l, 
1 处 的 :6 Y Xea, Ci) curl (Pa), Gi) V XCV Xa), Gv) Yia 
* curla), <v) curl grad (Pa? 。 

E.: G) i+ p, GD 3—34 — 4k, Gi) 5+ 3k, Gv) 一 如 十 了 十 
8k, Cv) OÜ. 

2.47 WV xas AR V * Car), 

解 , 设 二 ai 十 azj 十 dT 二 2 十 yj 十 zz 让 

ji J k 

a >x F= dl G, d 
P y z 
一 【ze — yä, -H Crad, — za f + (ya, — ralk 


2 


A fi 、 
` ` Ca Xr) =y Ca, yaa) T gy raa — za) T y as) 
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T AY 3y hy A 

EE [2 an 

lo ë); o g Bar dy 
— Crit yi [P-e (Zi 28) 
Crit yj + zk) Ua æ + = B] 


,| aa A ] 
Hg 让 上 


=p" (V Xa) 
= >x a=. W|V + (ax r)=r + (V Xag)=0 
2. 48 试 求 Yx| zhe 
答 :0。 
2, 49 W:O Ç XCD =, Gi V * (V Xa)=0, 


BE: G9 vx 70) = x| i+ F $ 
工 dy 


r 
P: 
> 


gz 

š J K 

a 2 9 
= jar dy 中 | 

a aD a 

(ac ay | 
_ [21212 [2122 -AE ] 
=| 25] al] =l 于 | 去 | = | J 


_ 20 29) | 2 ae 2222) ko 
ETE zayl’ pop | | Bray ayar 
i j k 
2 Ə 
GD Y- (V Xa)= N + | 去 5 = 
a, a “Gas 
— [Ats Ay dar A É- | | 
= |> JI alit a a 


+* ATA" 


_ 2b, Ah; Aå, Aü; 2h, Ibr y 

3rƏy MR NW dyàr år kay 
EERE rh Ri D.a #E Z TE — Bt f SP 3X , 
由 以 上 证 明 可 以 推 得 (ecmm) = (c XX cm == 0, s£ tF: m 是 纯 量 ， 
e + (exXxXa)—=(c>X c> < A—=0, 
2.50 设 a= yzi — 3ry j + 2ryzk b= 3zi + 3zJ — zyk, 9 = 
ryz, WOR: G) ax CYD, GH) fax VD, HD CV Xa xp, 
Gav) b. Ç Xa, 
P£ G) — 5r’ yz 二 zy 了 十 ya 于， GD- GJE. Gi) Y6z'i+ 
(Br yz— 12re j+ 32rz k, Gv) Z4z?°z=-+ 4zyz°, 
2.51 B fr) 可 导 , 试 求 curl rj Cr))。 
E curlir fir = V > (r f Cry) 
= Xir rt yr jt zt rk 


I i j k 
-l f 2 2 
1 a dy Ə= 


æfir Cr fKr) 
-|* X jite e | +] y -e)k 


Ay ET 
af dB _ ofa ry i For Yr _ _ fz 
但 a ra arar V Ty 1 
af_ Py f_i 
辐 理 ay r ° k r?’ 


f . i 
所 以 curler far) j=] z fy yE itf | 


ty -j=0 
2.52 WEC- g )yy= ux (V XV). 
2.53 MIEY X(V xa)=— Va Ç (Ç +a), 
证 ; a=b= V e= F IRAR. 37), Ni 
Q X(Ç XF)Y= V (Ç + F)— (Ç + V )E= Ç (Ç + F) VF 
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注意 ;以 算 子 代 的 a.8 应 在 < 之 前 ,否则 式 (1.37) 不 能 直 拉 利用。,. 
时 是 也 可 用 直接 展开 法 证 有 明 ，。 
2.55 设 V==wXrsw EE R, BE w= +curiV. 
i j k 
证 curl = Y XxXV= V X (Gy p)= |o, Ws ah 


I y 之 
= Ç x [lasany it lmr at lysark] 


i J K 
— 3 2 3 
ar dy o d 


az (y aT — W ahy — ih 
2 (ao, i+ wj] -F aK ) — Zo 


| + Æ = V xV= -curlr 


grad? 在 这 种 变换 下 是 一 和 朱 量 不 变量 。 
证 :根据 假设 @Q(r,y,z)= (= , y. Z), 所 要 证 明 的 是 
2b. 2b, əb a&b. 2b 2P- 
H t=T Ht yt an 
y= G, 1 Fany t ant 
z= dyt F iay F Gs: Z 


利用 链 式 规则 ,有 


S ”而 
Er 
x_k, Py Øk D Ø _ 5 
D ay yy aay TG a 
Pb Dr Dy, PE Æ Ø Æ 
a ara t gya a a T ay T 

将 上 面 三 式 分 别 乘 以 二 7 大 ,再 相 加 ,应 用 式 (2.57? 即 可 得 所 证 的 
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HE, 

2. 59 W as (3r hH eyji— liyzj-+20re k, HR M OR 0,0,09) 
到 点 (1,1,1) 的 积分 | adr, 沿 的 路 径 C E: G)r= r, yr =r, 
(1 直线 从 点 40,00) 到 点 (41:0:0) ,再 到 点 (1,1:0), 最 后 到 点 《1， 
1.1); favDD oO 到 点 (1,1y1) 连 成 的 直线 。 

解 : 


| dr 一 | [sz 十 bo 一 1l4yzi/+ 20=z°k]- (dct d yi dz=zk) 


一 | Bat 6ydd —l4yzdy+ z0=z=°d= 
CDE r=t, y =t =r A (0,0,0).(1,1,1Xf w F += 0,z= 
1 
1 - 所 以 | (9° — ZBE -BOr de 
=g 


= 35 — 41' + 67™ | s 
GDE AAM o 0O C0, 0 y= 0, e m= 0 dy= 0de =Û. 
HH x H 023381, TERA MaaR 


1 
| a. dr =| (3° 3 -6(0)r—lz=— jilo) 20r C0) 
i Ü 


} 


a mi 
— T 


一】 
从 点 人 (100 到 点 f1,1:.0): 一 zzm0 dr=0, dr =0m y HO 
变 到 1， | 


1 
[ear + 6x)0 — 14yC0)dy + 2001100320 = 0 


MAU. 1L., 1) r= 1, y=1l,dr=0,dy=0 = H0 
变 到 ]， 


1 
I z0z*dz>z = 29 
G 3 
所 以 | ardr=1+0+ = 
E 


GIDA ODA A (1,1,1)B5 ER SM AEN === t i y=t, m= 
- 276 。 


一 ff 所 以 


| sdr 一 | Ga + 6 — 140 dt + 200) dt 
R< — 11#2 + 207Y)dr = 1 

2. 60 Ë a= (2y+ 5) 十 rz7 十 (3z 一 工 ) 开 , 试 求 积分 | adr, 
Yr 5 £ C RHEW, 2 Kh F: Or 2, ymt, r= i, JA £= 0#l| z 
=]; (Ci) 直线 从 点 (0,0,0) 到 点 <0,0,1), 再 到 点 (0,1,;1), 最 后 到 
点 C25151) (iD 点 (0,0,0) 到 点 (2,1,1) 连 成 的 直线 。 

Æ. G) 288/35, Gi) 10, Gii) 8, 

2.61 DE F=VĒ, A F Q EEM, H EWR $k # 
E, WHERE 9 tH , A F 8 tj Th 15 PS Fax F, (Z 3 Zi). PP. (Ty z+ 
zz) 联 接 的 路 径 无 关 ;(i) 反 之 ,| Fedr 与 两 点 联接 的 路 径 元 关 , 证 
HH AA O rapi F—<= Vv Q. 

证 : | 

G ARD = | {F -ar = | YD -ar | 


— 


= 上 ae: i+ Pj Ak]: Gazi 十 dyj + dzk) 
=f Pdr + dy + Fede 


= ñ d = (P) — PCP) 


= d (>, y Vz: 22) 一 PLI s Y TD. 
这 就 证 明了 ,车 Pry o HT AHI Pi, Para WE hh Pñ (8 E Pñ 
数 , 上 述 积分 仅 与 Pi, 记 :两 点 有 闫 ,而 与 路 径 无 关 。 


Gi) 若 | Får 与 联接 P PAR CEA, FEART. 


E =2 


Pr * J 7) = | 


将 等 式 进 行 微分 得 4 一 产 ,于 


但 


ds ds 


d dr dr 
Bon ds FTEE(VØ— Fe “到 一 


因为 要 保持 下 的 独立 竹 , 所 以 有 严 一 V p. 


2.62 设 xy 平 国内 的 封闭 曲线 为 >= Zcostz , y= _ 9gintsF= (x 


一 3y 阁 十 Cy 一 2x}f, 试 计算 从 +=0 到 + 二 27 的 积分 中 Fedr, 


E or My Pr EH £F yr 1), 
2.63 ' (i) F ERTE. Ski curlF = Ç X F = 0 (PB 2 E 


Jp). C) W V X 下 一 0; 证 其 F EF., 


= F's , 


试 求 汽 题 2.64 区 的 路 径 的 积分 


$ a-dr. 
tx 


+ =k, 5 C B HSE r=, y=, 
ta , 试 求 洛 此 路 径 从 + 上 一 0 到 z— 1B9 F 5) 


证 ; 
(i) F Ripia, W 8 RB 2. ol F= V bb, W S EN 2. 43417 本 
rotF—= V x F= Ç x v &=0 


GD H FEH. 
提示 : 若 VXF 一 T EEE 
F = Fai + Faj + Fak = Zi t Si + Ek = Jé 


2.64 {8 a= [r— yit let y) J. 


答 :273。 
2.65 设 和 更 一 2zye , F = zy — zj 


882. ga 


各 分 ; (1) | Dar, G| # >x dr, 


解 : 
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GA C , P=? xyz = DY CDE CE) = 4, 
r=xri yi ek=ti tjt tk. 
dr ¿zt 2j A+ 3r"K )dz 


l . 
| war | att (ori + 2J + 3#k)dr 
z k r= ñ 
_ 8, 4,. 
= it SI Tk 


Gi TT C,F=ryi— zjar k= it jtk 
Fxdr=[ CC— 3 — 2) C2 jt (Att -22 k jdt 


| F x dr = 让 c 35 一 2de + J| < 一 4t° jdt 
: ü Ü 


a 1 
+ | (483 + 2rd 
Ü 


2.66 GOWI F (y coss 
+z’ -+ (2ysinz=—4)y—+ (3r 
+2)Kk RREA; GDR F 
p atO; GRA AO, L, 
一 1) 到 点 Cx/2, 一 1,2)F 力 做 
的 功 。 

== ， 《ii 名 一 y sinx + r= 一 
Ay 2z+ C, Gi) litir. 

2.67 计算 Ja -nds, 2 


rha—xsi+xj— 32k. S 是 从 
= 一 0 到 xz 一 5、 第 一 象限 +: + >° 
二 16 的 圆柱 表面 。 

解 :S 在 == 面 内 的 ,投影 题 2. 67 图 
ip fE R( 见 题 2. 67%). 
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f lll d=az 
tt * rids = d + gn - 
: 和 a j| 


rie y = 16BJ1E S V ay O I ri S RARE 


z =í TE- 2 — =i -}- yj 
(2r? -H (yY 4 


PS S HRA g x° + y" = 
att = (zi F zj-— 3y 到) 。 


r ` 


T] — z+ zy) 


， i . 
Teee 
zz 十 xy 『 f | x= 
J y de 16 — =° TEY 


== | cz + 8)dz = 80 


2.68 É a=(3r-+ y)i 
— rj tly 2k, b=2i— 3j 
Hk RIERA 中 axb) 
> dr- 积分 路 径 是 沿 zy F 
面 的 圆周 ,圆心 在 原点 , F 
径 为 2, 反 时 针 广 向 。 

E nli t+ 3), 

2.69 JZ F=yi t la 
—2rz)j— ryk WERA 


|7 XE nds. Rk S A 


球 = + y° +— z” = a° TE TY 平 
面 的 上 部 表面 。 
RE.: 
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i Fi K 

ola a a 

V x< F= > P = 
| To Dae ry 


O FE + x° + 22) = Bari + 2yj + 2=K 


法 线 单位 矢量 
— 2Zi2yJ+ 2zzk_ rit yj- =k 
V Az" T+ 42 + 422 a 
fev XF) ds 一 | (Ç KE) n 
— o, . ,1 i 十 Ye drdy 
2 2=k) 1 U 2 Z= 
! d VENE = 
f i _ girt y2) + a` dydx 


Zat ry 
HEEE t= posg y= psingp dredy = sdode, 于 述 积 分 化 为 


3e = N F 3o — a") Ta: 
|. s a: — Guss patem (at — 6 -Papoy 


-| —30 we 一 4 Z= | deig 


Eta 
-| [eama aë — př salde 
2x 
=| (a`—a`)dg= 0 
p= Ü 
2. 70 计算 下 烈 两 种 情况 下 的 积分 fa: AAS, iDa = yit 2r] 


— zk S R 5 — RRK: y = b 3 tB , HERE > 一 4 正面 所 切 的 
$ THI Das (z+ yi 2r] +t 2yzks B S5 — # RA 2z +- y + 2z = 5 
平面 的 表面 ， 
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3P⁄%.G)105, Gi 81, 
2.71 设 F=4rzi 一 yj 
二 ysk, 斌 计算 | F'ndS。S 是 
s 


— s J IK É5 32 W HRA = 
=0, =l; y=0, y= l];z =Ü, 
z=]l, 
解 : . 
DEFG Iñ :n=i,z=1,i 


1+ 
[ F - nds = f da — yj 


DEFG 


+ yzk) +" idydz 


= | | 4zayaz = 2 
ado 
ABCO 面 :天 一 一 并 二 人 二 ;出 


| - nas = | | — x + yzk) . (— ijdydz 
ABR ， 
= ü) 
同 理 可 算得 ; 
f| F + a as =— 1, f| F -nas = o, 
ABEF OG DEC 
|| F -nas = y. || F + ndS = o, 
BODE AGO 
1 3 
总 和 :| F-nas=2+0+ ec +o+ y +0= 
1 


2. 72 设 F= (z+ 2yyi— 3zJ + ak, D= zr + 3y— 2z, Uk TH 3 
£L) [CT XF) “ndS, Gi) J|eads.s 是 2z 十 y 十 2z 二 上 平面 ;其 边 
F š 


界 汶 r= r= l; y= yE 
Æ. Ga) 1, GD W+ J-+ 2k, 
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[| 
2.73 计算 | (10F 一 2x de — 323" dy， 沿 的 路 径 是 区 一 
6 工 y = 4y a | 


H: h EE — ; M = lOr’ — ay, N = — 32 y, 


— = — fry = 


dy 
全 ,所 以 与 积分 路 径 无 闫 .我 们 可 沿 任何 路 径 积 分 ,例如 取 点 (0， 


0) 到 点 (2,0) 与 点 (2,0) 到 点 (2,1) 两 条 直线 ，。 
从 点 0,0) 到 点 C2,0) 的 直 强 ,3 一 9,dy 二 09; 积分 为 


| _10x'az = 64 
l 一 12y?dy = — å 


TE 
总 的 积分 为 | ClOxri— Zey dr 3z*y>d y—=814— 4= 50 
(6.01 


方法 二 
s,m (lirt — 2r dra 3r ydy Ær — z y BJ 2 PR 
分 ,所 以 
(2.1) tl) 
J (10=* — 2xy Ydr 一 3z2y2ady = | QC2rT 一 xy) 
(tr. (r) D.G% 


(2.11 


ano) 

2.74 计算 | ”C6zy 一 六 )dz 十 (3z* 一 2xy)dy, 沿 的 路 径 是 所 
线 9_sing,y 一 1 一 cosp。 

答 .6m 一 4x。 

275 MENAR. 单 连 封闭 的 图 形 面积 由 式 二 中 dy 一 
ydr 计算。 

证 ;将 M=- y, 六 一 工 代 入 梅林 公式 得 


j a 9 
$ zdy 一 ydr = | ES — yT y) |dzdy = 2 jazdy = 2A 


= (2r? 一 ry’) 


+ 2R a * 


式 中 4 就 是 所 求 的 面积 ,因此 A= 中 zdy 一 ydx 
2.76 HHA Wi zr acosh, = 5sinf 的 面积 。 
Z nab. 
2.77 GEY M R B 当 且 仅 当 处 处 都 有 2 一 NU m di 


k c AH ALAA BJ P Maz +-Ndy=0, 

证 : 

假设 MN EUIH. APER R PAARE HA 
数 , 则 可 用 格林 定理 ， 


Mdx + Nay =— || 5 TN] dedy 
AER pR i 
反之 , 设 对 所 有 的 曲线 < 有 b az Ndy= 0.83 — 5200 fE 
某 一 点 已) ,由 导数 的 连续 性 ,在 已 周围 的 域 A ma N M 


0, 若 域 4 B pJ Pe 2 Tr, A 
` T a I aN — aM ' T 
中 Mdr + Ndy = H. = o | drdy > o 


aN oM 


j BIE S E P B MA RA A E F A. Fm — 5, <0th 
是 不 成 立 的 。 所 以 对 所 有 的 点 都 有 一 分 一 0。 

2.78 R F= -Aq DRY XF, (ii) 计 算 沿 任意 封闭 边 
界 的 积分 中 Far, 并 解释 计算 结果 。 

管 ; 0)0。 


(Gi 设 r= cos, y= psing, drz = — psingdgt dacosgp, 
dy= ocosedg-1: desing 


* ABA 


Ka) 


题 2.75 图 
. 一 ydr + rd 
E « dr = TY _ d 
中 r = — dag 
对 于 图 (a) br-dr=| “dy— 2 
x Bl Cb) 中 F-dar=| de—0 
2.79 iwa=4riíi—2y2 jtk, Wa r ty =A === 0,z = 3 P El 
的 域 , 59 uE H fE sa ira Pl, 
证 :体积 积分 


III V 4 adV = DES cdx) + 5o 2x) + Zee ) lav 
Ç 
= ifje — åy + 2z)dV 
y 


yE 4 x 3 
=Í 六 一 | a — 4y + 2zdzdydz = 84x 
将 整个 表面 S 划分 为 :底面 Si1(z 二 0)、 顶 面 Ss(z 二 3) 和 柱 简 


Ja =* ndS = lla . ndS, + iÉ ` RdS, + fa " ndS, 
b = <, Ka 


”1 
ŞS n= —k,.,a= 4 =zri— 2y J a. n=0 
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ER 2. 796] 
TE fa-nas,=0 


Soan =k. aS tri—2y j] + 9k atn =9 
于 是 jj arnds,=9 |as, =36r m SM IH IM tim) 


Sa 


Sarr = AR PK EË V Cr tH y) = ait y] 
2 23 Ti- y j 2 2 
y ArH Ay” < 
TI yj) 
ey 


an = (ri 29: + | ] =27°—» 
H Ë ñf Ir == eost, y= 2sinB ,dS ,二 2djdz 
zm k. 
于 是 fa-nas:=f' | [2 (2cosp0)" — (2sin0)’ J2dodz 
=o. =o 
o 


ar zm. 
=| (A8cost0— 18sin°9)d8— | A48cos'0d0= 48 
f= =° 


A 的 IB] FH >r || arndS=0+36r-- 48x—84n 
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TO 


2. 80 计算 有 ads, zk tH FF= 二 4xzi 一 y tit yzk, S 是 以 工 一 


0 ,I 一 1;y 二 04y 二 1;z 二 0,z 一 1 为 边界 的 立方 体 表 面 。 
解 ; 报 据 散 度 定理 ,所 求 的 积分 为 


g i 3 
His ‘FdV i +C yD + a Oz) jav 
| 1 1 1 
Jae] f, f aaisa 
E, =-=. WW 二 Dw x= 
1 1 
-| | 2z°— yr 
ruas y= 


=f | -aydz 一 三 
与 题 2.71 用 面积 分 算出 的 结果 相同 。 
2. 81 计算 | rndS, 式 中 S 是 封 团 曲面 。 
解 : 根据 散 度 定理 
fir- ndS ois „raV = Jt Zj+ gk]. Crit yt kd 


=|| at a Iki s||jav =v 


Apy RE S 所 包容 的 体积 。 
2. 82 三 证 ||| ev 一 oiBdV = fevr- TV O) -dS 


1 
dydzx 
ü 


提示 : 设 a= b V Y RARR EMKA.” 
2. 83 sij] | voa- foras. 


证 ; 令 aspe 是 常 和 所 ) 民 入 散 度 定理 的 公式 ， 
Ika . (C 5dV = fec- -ndS 


因为 V-O = 7P) C=C Vp, PC n= ËR) 


ffe- gaV = C - [onas 
Y l 


H CERA + B PA 


JI! eay = [fonas 


2. 84 汪汪 | X bdV = P" x< bd.S 


提示 : 令 a= B> e(c N IE 条) 代入 散 度 定理 的 公 Ne- 
2.85 BS E-— HAt. 是 任 一 点 Pery z) P A o Pt E 


的 位 矢 。 试 证 明 (i) 若 厌 点 o ES 的 外 边 ， 积分 | "yas 为 0; GG 
RS o E S 的 内 部 积分 | "aS waa, 


证 :0 根据 散 府 定理 中 一 一 ikan 一 dV ;上 题 2. 41 已 证 


了 | F 


5] -0, 若 原点 o 在 Sr) 的 外 边 , 则 中 的 处 处 都 是 -天 0， 


L 
safe 


DAES o ES 内 部 ,围绕 0o 以 半径 a 作 一 小 球 s。 令 rr 表示 


K Fis = mn * ds 十 
Ñ 


= fv. EdV = 0 
三 中 


因为 在 = 域 r 关 0* 于 是 


# S 上 7 一 a,n 一 一 二 ,于 是 
ner (—r/a)yes r re 1 
BE at — at — ato qË 
| as= — "ras = || as 


二 一 L fas = ina’ == ÅT 
c "ss 


2.86 WHE 中 dr xs 一 | nx ypas 


ER G a= bx c (ce 是 常 和 撩 ) 代 入 斯 托 克 斯 定理 的 公式 。 


+* JBG 


1 2] 一 3 
3.1 如 果 4 一 |3 Na 1 
5 5 À 


得 4 十 五 一 万 一 0 


o° G) 
= | 0 0 
O ü' 
—2 Ü 
鼓 得 D= 4 1 
g Qj 
1 2 —3 3 
3.2 B A=] 0 21,B 一 |4 
1 —1 1 2 
4 1 2 
1 —2 3 
计算 G) A+B, G) A—C, Gi — 2A. 
4 1 —1] 一 3 1 
答 ;(i)19 2 7| Gi 5 一 3 
3 —1 4 
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— 2 
— J k. D 
3 
= jÅ —r 
b —: 
一 上 
2 + 
Ü 
—5 
Ü 
一 名 


2 =i 1; 


33 设 A4 二 10 1 Z| A, 
i O 1 
[2 —1 1 | 1 —1 1 5 —3 1] 
Wah 1 20 1 2|= Z 1 N 
1 90 ' 1 0 i; 3 -1 2 
Ë —3 1)Í2 —1 1) [f 一 8 d 
A=AA=j2 1 4jjo 1 ja [ —1 8 
p —1 2J) o 1) -4 3| 
[1 —1 1 | [1 2 3 
3. 4 zasi 2 peT j 5 人 ,计算 AB, 
—2 1 0 | 1 2 3} 
BA. 
“1 —1 11 2 3 
W.AB=|—3 2 一 1]||4 5 6|=0 
—2 1 o Jti 2 3 
1 2 3}f 1 一 1 1 —11 6 —1 
BA=|4 5 6||—3 2 —1l1 | =|—22 12 一 “ 
1 2 3/jl—2 1 0 一 11 6 —1 
a L, — 8 ABABA, 
—1 0 
、 1 一 2 
— 2 1 
0 1 
2 —1 1 ` . 
c=| | ,计算 CAB, UDCA. 
1 —2 ite? 
—1 Ü? 
租 .G4B-1 ` | 1 2 ( 
= LL = — 
1—1 2 l.: 3 5 
0 1 | 
2 1 ! | 
. l 1 一 2 
(icCT4 一 | 一 1 一 2 一 
| —1 2 1 
i 1 1 +: 
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[ 2xX1+iX<X(—1) 
(—1)X14(—2)0—1) 
1X14+(142:)0—1) 


2X 0-1 2 
(—1)X0+(—2)% 2 
1X0+ (142) 2 


2034 [> 2 
(—1)(—2)+(—2)>X1 


` 


1X(—2+ (4121 
| 1 2 一 3 
=! ] 4 O 
[oi z+? -1+ 
. Ü 0 
3. 5 z a= tjs- y 
2 | == 1 2—* 2 
一 1 | " 
C 一 | ,| ,计算 (D24+C， Ciiy BIC, GAC, Gv)CA 
, — 
| | 一 1 一 上 1+3: | 
odil 5) o | . — 1 
> G| _ e] 1 一 1 十 a| _ 7 |: 
| 2 —2 s 


6 —q4 
aof 2 | 
—? 2 
3. 7 REIME X, 
oi] 2 —? 0 
G | "|F x=| |: 
3 —1 2 1 一 2 —1 
3 一 1 1 一 2 —1 1 
(11) ?| j=-3x+| | 
—2 0 2 3 1 一 1 


m. x| 0 1 |- 2 `| 
i 1 一 2 —1 


—3 
3 —1 !1⁄' 一 2 —1 1 
(iy 3X =2Ż2 |+ 
Ü 2 Š 1 —1 
Oo A — 3 N 
— 1 1 2 
114 —3 3 _| 4/3 —1 | 
31—1 1 | + —1⁄3 1⁄3 1 


3 —1) j—2 0 
2 1. 


— 5/2 1⁄2 

#,x=| —1⁄2 1 

3.9 设 A= Ca). B= yhp C= (cuy P WIE AGB HC) 
=AB+AC, | 

三 :和 矩阵 4 85995 i Tr BU G 3 29 Ga sa sdin EPF BB 十 局 的 第 
J | BJ E 29 bu er ba Fezan b. Feu ALE HOR ¿ rS j 
I HI 38 A aa Ç bi, T cu 2 + aao (C bs; + eyd + oee + a. ( Ba Hen) 
-一 他 Lan CE +, = 2246, t Dancw. 这 IJ E J: fe PE AB 与 

一 一 1 = 1 
AC 的 第 1 行 第 7 列 的 元 素 。 | 

3.10 对 于 两 个 矩阵 A.B, KERLAE = A°-L 2AB + B: 
H sr B9 3 tF < 

FA BERK, B AB= BA. 

3.11 4 AS (Ta Xaa | B = (b; ),x | + C = (cu xa | PK HE ACEC) 
=({AB)C, 

证 AŞ : Ay DU Ú SS 2J arsar san BC 的 第 7 21 BJ JD £ 


ra Ë f 
为 D bucas D baca ts D baca AE, ACOR ¿ fT 3 j ZU 85 PG 
hk = 1 h=1 ñ= 1 


s 为 
P £ ë 
di D buey ta D bu ca t vtt — Gia > bncn; 
h=] F=] h=t 
本 再 f = 
= > aal > baca; | = >of > asb) Chj 
k—1 h=1 h=1 k=] 


一 | S asyba ] cu + Í Danba) cz 十 -… 十 | — asb] ca 
等 式 表 明 , 这 就 是 (AB)C R i ITR j #Ú 639 pu 38 , P Di , A CBC) = 
¿APB)1C. 
3.12 B A # mxn MEB, D A n> bp E cr xg GB EE.) pe 
. 293 ° 


cr 应 满足 什么 条 件 才 能 进行 下 列 运 算 ? 运 算 结 果 的 阶 次 是 多 少 ? 
人) ABC, GDACR, GH)DACB+ C)? 
管 .p=r ,mm Xag; Gi)r=zxz=q, m X py Gii)r=x,p=q,m> 


3.13 WEJ EE uj mË — Bh A 1⁄4 x:J FF kE E 15 FZ XF ER SE E — M, 
证 : 设 B= (A+A, C=+ÇA—A),MI A=B+C 
_ w 
B 一 Teatan | = (A+A 


= Z HADT] = CA AD =B 


cr 一 Haan] = AAN" 
=A par (a= CA A= —C 
E, B E x] E£ s E.C 是 反对 称 矩 阵 , 所 以 , 方 阵 A 2 H X PF AE EF 
与 反对 称 筷 阵 之 和 , 
HM, i B =R C=C ASB ACM 
A= (B, +C)" =B!+C!=B,— C, 


故 有 本 十 47 一 285， 4 一 由 一 2C， 
即 一 4 全 一 B， c= =c 
1 2 = 
3.14 A=] 3 0 1 1 表 为 对 称 和 矩阵 与 反对 称 拭 阵 之 
一 2 2 
和 。 
1 5⁄2 一 372 Ü —1/2 1⁄2 
答 :| 5⁄2 O s2 |+ 1⁄2 Q -一 172 


|—3⁄2 3⁄2 3 J 1—1⁄2 1⁄2 Do 
3.15 i$ n MERE A= Cai YJ 2] 52 Et at ta, 时 ,试用 


4 — T; 
1 + 表示 A Aa 


. * 294 = 


艇 :由 于 A= (a,.G..""" ,@, ) , Q, = P, 


dil “fol ... a 


| 
aa = CI os r y 
At = | + + sai = Cadat sfni) 
ñ : 
I ST Hon CE an 
ap 
m 
从 而 A= 
; | : 
[Lar 
根据 乘法 规则 ,有 
pai ata, Aja, +“ a 
-p T T 
mp la: Arii GH - 8: #, 
A A=; 。 (d. Gy 人) 一 : x 
a dat aia, s.. Aa, J 


3. 15 Yk = Erk A BU iY < Ht N at ac 时 ,试用 
aUa n a O ER AT A=] 成 立 的 条 人 性 。 


和 i i= jj) 
SMU SET El] OS Sh -一 | 
igi O (i30) 


3.17 A.B 为 对 称 和 矩阵 时 , 试 证 4B 十 B4 KIPER  AB— 
BA 为 反对 称 和 矩阵 。 

证 : 因为 A,B 是 对 称 答 阵 , 所 以 A =A, B =B, 

CABHRA =(AB) TBAN = B ATT A B" = BA+ AB= 
AB+BA 
WJ WL. AB BA PE X PKR EEE, | 

(AB—BAX = (ABU — (BRBAYY—< B ATL A B = RA— ARB = 
— AB— BA) 
BL. AB. BA 是 反对 称 和 矩阵 ， 


$ 
[> 
kia. 
g1 

C] 


3.18 A XWF, B HE SP PK 3BEE, K AB F AJ PF MB EE 
BJ 28 PT 

FA RUZIE AB 为 反对 称 纯 阵 的 必要 与 充分 条 人 忻 。 

3.19 A.B AMEA Pr, E S EPER E rA Santan tHe + 
zk HE tri A EB5)=+rrA-+trB, 

证 : 设 A= laa B= Chp) AH B= Car Hha)’ 


从 而 tr(A+B)—= > Cath) = Da > bi 
i=] i= 1 i=] 
=trA—+ trä 
3.21 如果 AB=A,BA=B, RIE A 5 BAREIS kE pH 
A= A), | 
证 : ABA=(AB)A= A4A=.A: 
x ABA=A¿dBA)= AB=A 
FFA, A= A. BAB 可 证 B: = B, 
1 1 3 
3.23 WE A=] 5 2 6 |538 3 25 35 Ci A =s 
一 2 一 1 一 3 
O), 
1 1 3 ]Í 1 1 3 
iz.a2=1 5 2 #6 ° 2 6 
—2 —1 一 3 一 2? —1 —3 
0 O O 
一 | 3 3 9 
—1 一 1 3j 
Ü o Dpl)í 1 1 3 
A= AA c=] 3 3 9||! 5 2 6 
—1 —1 3 一 2 一 1 一 3 
0 O O 
一 |0 0 j 
0 0 0 
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3. 24 车 A 228 3 3E B E. AE AULA SA, n 内 任何 正 
整数 . 

提示 ;A 二 0 (n> 1) 

3.26 E AAEE n Br APE, bK HE; GO CATT = 
CATTI; Gi CDSs AT; Gi (AD =A Iy”, 

ER: H AA =F ARa, 4 By EA CATO, 


1 2 3 
3. 27 计算 A= | 1 O 1|69m E EE, 
3 3 4 
WE detA =? 
A, Az A — j 1 2 
adjA= |A;, Az os 一 | 7 一 —4 
Az A: A... — 3 2 
" — 3⁄2 1⁄2 ] 
ad _ _ _ 
ja 772 5/2 2 
— 3⁄2 3⁄2 í 
1 2 — 1 
3.28 HA FIERE ADE: G 4 一 | 一 L 1 2 |, 
2 一 上 1 
l zz 0 Ó 
. O 33 O O 
(i) B= | 
0 ü 2 1 
0 0 ü s! 
1 一 273 Ü Ü 
| Ti 5, 0 1⁄3 Q 0 
an 1 i .. 
c “| i s a io 0 1⁄2 一 176 
O O 0 1⁄3 


3.29 # A.B E uj 2#Z 3 BJ dE Šf Fë SE E PK HE F PE $E EE Z u] 2 
HALODO A li B, Gi A 157 R, 
证 : 0) 因为 AB=BA,BW L A !CABYyA l=A VK(BA5A 
* 2957 。 


CATTAICBA ')=¿(A !BCAA.1) 
iBA ')=(A C R)I 
所 以 BASAR 
Gi? BBA UB =B (A BB ! 
BOB) CA IB D= (BATURE! 
ku hao 
FPF VA "IB =R A ' 
3.30 #A. BE E % SE 8 F 66 B , 且 可 交换 ， 试 证 : Gi) 
A !R; GD AB 1; Gib A RBR E W H. 
HT: CA CBE =(BA Y = (ADT BT=A R 
3.31 RESA ERU- Ay(I4 A= 0,3EBE A E xj Z FEE £ 
(BH A= IY, 
WE: i 4 Æ iae PE, R 于 一 
则 G -AIHA S= A =0 
ie (I— A)(I+ A)=I— A =G, R A 
3.33 # A AD, HE.: (i)AA 与 ATA 是 对 称 的 , Gi) A+ 
A AA 4 是 埃 尔 米 特 矩阵 ， 
HE: Gi) CAAD S LATY AT SAA" 
(ATAY SA CAD SATA 
GDR R 3 4948 REKI SE ECT" A 
CAHAD = CAHAD =S AT HAS A+A" 
CAAD = AAD’ EAA' 
(AA = ATA = AVA 
3.35 # A E n Br r ËF WE B= A+ A' 是 对 称 的 。 
证 :证 法 一 : 
Bt—(Aj A SAHAS AtA =B 
证 法 二 : 
乔 阵 和 4 第 1 行 第 ; 列 的 元 素 是 a; 矩阵 4 相应 行列 的 元 素 
为 dio M bi:— A Faro 的 第 7 行 第 i 烈 的 元 素 为 ajr A + hy +y?!) 
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RIOR OA au M bias Ta; E bum bra. B F AJ FRR]. CHEE ) 
3.37 bK uE: # m 阶 方 阵 A BE SRB CU RRRA P £: m >n 
EE. B—P'AP 是 对 称 的 (反对 称 的 )。 | 
证 ;如 果 A 是 对 称 的 ， 
刚 | B= (PAP) =P AT (P sP A PP AP =B 
所 以 瑟 是 对 称 的 。 
旭 采 二 是 反对 称 的 ， 


nu Br=ú(PT'TAaAP>x = — PAP=—B 

所 以 BB 是 反对 称 的 。 {证 毕 ) 
3.39 ” 试 证 也 为 非 奇 异 答 阵 时 ,AP 与 A B) iF 2 Xt zÑ 

EE. 


证 : det P 7 lAP—APD=der(P AP —AP IP} 
=det[P LA —AN P = detP idet (A —ADdet P 


= det LA — AF ) 
B(A P 'AP 5 A WA hE 3 DR AH f , (证 毕 ) 
2 1 1 
3. 41 用 正 将 矩阵 将 Aa— |1 2 1| 尼 为 对 明 娃 阵 。 
1 1 2 
解 : 
2—A 1 1 
det4 一 | i 2—A 1 |=ú(1—AX2(4—4)=0 
1 1 2— A 
故 本 征 人 等 为 1 与 4。 
REER 
当 =l}, 
(x F £ + z; = Q | —1 —1 
4 1 | i 
a z; z = 0 0 1 


. 20 = . 


-= At z, z, = 0 pS 

24 oan ala intas 得 基本 解 ] | 

| £y pHa — 22 |, =ü | 

HIT À 2 3E X #g SB BE , Fir 1 RE FH s E ñF f BS 2 fE 5 Ha iF ZE , A 
HE Ft A= 16938 SE 2 R IE 3 IE 28 4, FE XT 4 一 4 的 本 征 矢 量 中 ,如 
果 到 太 小 为 1 的 避 个 时 ,就 作出 由 三 个 本 征 拓 量 组 成 的 正规 正 交 


(—1` 1 一 1 
| 
设 | 1 | 及 x*: 一 0 | ,用 施 密 特 正 交 和 化 法 , 则 有 
SEM 
Í 1 
—1 H 
FT wt PR _ 1 | ,pll 
|w O p|] ve | E | 
2 a1; 
[— 1 1 S 
| Z 2 6 v3 
= (ppp) =] —= 一 -二 e REZEK, 
ü 2 LBE 3 
Ü 2 i£ 
E 3 
1 O 0 
P-iAP=|0 1 0 
0 0 4 
Si — 1 
3. 42 证 A = — É 10 —2] P O LAP =diag LA s Azs A3353 A; 
1 一 之 7 ) 


是 4 BJ AK t 48 GR E e EE P. 
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_—l 1 O 

L 2 [3 v6 

1 2 

. = Ü TT — aÃ 

=: P V3 5 

1 1 1 

Lo oÈ 3 “6 

3.43 sk A F *E EE B 3 EAGER, 
I > —2 0 1 
G) | J> GD 0 0 0 

3 O 

4 0 —2J 


< 
答 :4i) 本 和 钙 值 是 2, 3.235 k. BJ k tE 8 E C). | 3 | 
1 


cj 
l. 
1⁄2 
《ai 本 征 值 是 5.9 一 4. 导 此 对 度 的 本 征 矢 量 是 C I 
1 
0 —1/⁄2 
Cill] 9 a 
0 1 
3.44 RA F 3E EE BS 2 E (8 35 2 $E < Bb, 
1 2 1 1 1 1 
fi |2 4 21, Gi) |1 —1 —1 
1 2 1 1 —1 1 
2 
waoseasosssmnuneukanc Ci. 
| Ü 
1 1! 
Ca G ; Ey 638 X f B3 E ñE 3: 8k Et: C. 2 a 
—1 J J 
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[1 
(i) 本 征 值 是 2,1, 一 2, 与 此 对 应 的 本 征 天 量 是 局) |o 


` 
|l) 
` —1) 
Ca 1 | ,C3 2P 
- -1 1 | 


3. 15 车 a 阶 方 阵 4 有 Pa 个 线性 无 英 的 不 恋 天 量 . 试 证 
PLAP =diag lA A s A.) A JE A WEEE. 

E: T EMEA A sAr A ËJ n ARTETA E R W 
q XoXo’ X. T Æ AX, = AX G=], 2, 
s=, X.) WE 


“ i P <= (X I. £s 


AP = AX AX... AX) 5 AX AAK AA n) 
| Àr Ü sas i] | 

. 0) A. ... Ü | 

AS TEP. ETELE ) : 


| (0 0 - A 
= Pdiag LA -Asy"** An) 


FR 1:1 P AP =P - Pdiag lA A, , tta Ana = diag lÀ rAz," 


À) 
‘2 2 1 
3. 45 将 A= |1 3 1 工 化 为 对 第 矩阵 。 
i 2 2) | 
1. 2 1: 2 1] 
答 ;P 二 :1 —1 o |, P =} ii 一 了 1 
1 0 一 1 3 
[5 0 O] 
PQAP= 0 1 o| 
o o 1 


3.47 RA 为 三 阶 方 阵 , 试 证 
detA — AD = -A H trAA — tr ladjAdA + der 
证 ;3 阶 方 阵 A WEA 3 af S 2; 
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det A — AD = CA — AICA — A)(0A,.,— A) 
一 一 4 H CA H Aa T Aa DA? — Cada F Asd HAA JA Ai Agia = 0 
式 中 4 十 4 十 As 一 tr ， A, AzA = detA 


di — A diz cs | 
era) d — À day 中 会 4 项 的 系数 是 
£t ciyy a, — À. 


一 ” Eeee E: ETEN ) And dg ) 一 Caida — Izeg: ) 
而 A BJ PE RERE adja 的 迹 是 


dsa dag j 


dan 


tr (dj A) = cn “s, 
Tas tss 

FTE tr(adjA)= Ar: t AM F ALA 

3.49 WIA ARNEE., 35 À AEEA. MJ — À +i Z 3 
征 值 。 

证 : 设 det (44 一 27) 一 0, 由 于 有 二 一 4' ,因而 0 二 det( 一 A' 一 
AD 二 GetCC 一 1)C 有 4A 十 47 站 二 < 一 1)"det[ 有 A 一 < 一 A7], 所 以 ,一 4 也 
EEEE., 

3.50 试 证 :4 32387 E ZIER, B. detA— IB. AA AEL. 
其 次 ,如 果 一 1 是 率 征 值 , 岂 一 1 是 本 征 方程 的 重 根 。 

提示 : 先 证 tr(adiA)=+trA, 再 用 题 3. 47 的 结果 。 

3.51 WES ER A ERA A= B+ C ( B.C HRR 
竺 矩阵 ) .再 将 4 一 | ， 。 ,| 表 成 4 一 BB 十 iC 的 形式 。 

证 :由 题 意 有 B.C 是 挨 尔 米 特 和 矩阵 ,车 写成 A= B HC RJ , B 
A= (BFD =B", 
由 于 B=B ,C= ,所 以 A = B+ C, 


cfar aya | 


AT _ AT 
从 而 必 有 a= 2312 c= 2 A , 亦 即 若 存在 就 唯一 确定 。 
. (AFĀ I_A HCA A+A: 
na | mraz 


-= 303e 


n-ar 
ppa T w—- - É 
' 


-| FAA) | =a" 


— 


LA RT AY 
zi A3 一 zA A = EF 
Pr G AEH OR RE Et, H 
A.+ AT A — A 
A= 2. f >; 
出 此 计算 
i 1 . 
EES ioo i Ezp 1 > F! 
2 3 — } E z I 1 . 
L= > 3 > 一 了】 


3.52 WF n PEE AARP x SE47 8 8 x' 试 证 满足 
x A— Ax 的 数 À Á kje 4 WEEE PR XR NE x 2 AWER. 


， 市 满足 Ax== Ax 的 x URE EERE. R Ut K BE 3 Nt BJ , T8 bJ An 


本 征 矢 量 。 

证 ;出 于 x4 一 Ar; 因 而 xtA4 一 杂 )= 二 0, 转 置 得 CA 一) A =. 

因为 x0, Er EA 
det( 一 AT = det(A — AI) = 0 
从 而 ,为 A WEE. 

3.53 试 证 :矩阵 A 为 奇异 阵 时 ,4 RN AE RAA 
具有 本 征 值 0 时 , 则 4 是 奇异 阵 。 

证 ; 设 det4 一 0; 对 于 本 征 方程 det(A4A 一 41) 二 0, 令 A=0, H T 
满足 det CA 一 0 一 detA 一 0, 所 以 ,4 一 0 是 本 征 值 ,反之 , 设 4 一 0 是 
A EH MD detCA 一 0 站 一 det A 二 0， 

3.54 W A AIER R EnA 的 本 征 矢 量 是 4 EER 
#. X A BJ K ñE (Ë A? 

证 : 若 4 为 非 奇 异 和 给 阵 , 由 由 题 3.53 知 不 具有 4 一 0 的 本 征 值 - 
EF À $p ABEE, 为 本 征 矢 量 时 , 刚 4x 一 ix 从 而 得 到 À x 
=A rsx BRAT EMEN EERE F 4 的 本 征 值 4, 
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是 A-! 的 本 征 值 ,反之 ,对 应 于 4-: 的 本 征 值 mm 138 A 的 本 征 
值 . 因 此 ,4 :的 本 征 值 与 4 的 地 征 什 的 倒数 相 一 致 。 

3.55 ”证明 与 4 的 本 征 值 中 相 民 的 本 征 植 所 对 应 的 相生 天 
其 是 线性 无 关 的 。 

证 : 设 与 4 的 本 征 值 中 相 蜡 的 本 征 值 为 , 因 , ,入 所 对 应 的 
Æ IE R E wX xm 要 证 明 的 是 矢量 x,, x, , "t x, 线性 无 
K- 

设 Xpat Xe Xa AH lE R TE H 2 , Jlll WE — Hh pf R 2J 


Xapi = City 十 Ta 十 ”十 Ce 
由 于 Ax, SA ier HeX: + Hert) 
因而 Ara Xr = CALX F CAA F 5 To CAA, 
但 Aria TE = Aa Ceix Hegt Hen te) 


BW J cAr terdi H n CA X = CA + cC;A L AX; T "t T eA XE 
5 (c, A, CIT 十 (ea 如 一 上 cz 十 “一 一 
由 于 Xi. X55 *" X} 是 线性 无 闫 的 :所 P! y 
c (A, — A) = CaA, 一 App) = + 一 CaA, — Art) = 0, 
Ps] 为 À — Ai >= GaS l,a , E). PTE c = c, = n = e, = 0 , < 5 了 十 1 
= 0#H T JA , ES i; X 1. X; >s *"" XK 线性 无 天 。 
. P 
3. 57 求 矩阵 | , | 是 正 交 和 矩阵 的 条 件 。 
解 : 首 先 a .b.c 必须 是 实数 . 因 正 交 条 件 是 由 4 一 乒 列 矢量 是 
正规 正 交 系 的 条 件 ) :因而 


a c\ja P| ace 本 十 到 _ 11 O 
š b | N Zc E pre A ira] o 40 | 
‘asc 二 1 Ci) 
得 “8 十 4 一 1 CIL) 
| ab- 2¿*= 0 CHI) 
(i) 一 (23458 4 一 本 一 3c 一 站 (lv) 
由 (ii) 得 一 一 和 代入 Giv) 中 ,整理 后 得 


+ 3Ü 5 >» 


(2a — b)la + Zb) = D 
JA Tm E a=b më a= 2h, 
3 2a— 5 ÈA GID, 1E 2a -+2 = 0, T E a= c =b=0,>= E 2 E , K£ 
a= — 2h AADI 
— 262 + 2r* = Ü 
rH e ur I, — b sk, e= —b , T: BF 458 21 HU F 25 5 : 


> 1 . 1 
a == —_, b = F =, c = —— 
5 x 5 5 
i z _ 1 1 
8 a= + e, p= E D... =+ —- 
i: x D x 5 ` 
r 1: f 
3. 58 由 矢量 =| =l, ,作出 正规 正 交 系 。 
1 i 1 | 一 人 
一 一 —n | 
w: p: Jl P: \ i 


t 1 
3. 59 Te |; =- ?21 都 正 交 ,有 目 太 小 为 1 的 


£ 


kE. 
Tı 
解 ; 设 所 求 的 和 拓 量 为 x 一 |=, |, Se fF x-xi=0,x"x,= 0.,detx 
-€43 
=] 
用 分 量 形 式 表 示 ，,， 则 有 
rr, + 2ta 一 工 3 = 0 (1) 
ñ + 2e, + it, = 0 Gi) 
lam Pam Tam =l Gü) 
GD 一 G) (1 一 站 ri 十 (十 站 ra 一 D r=ir 
G) 一 iii 得 (2—2;z,==0 x=0 
由 ciii) 得 Cir Gx Hrt; = l, ËEl2r, zs = 1 


-306e 


Ir I = | 1° 所 以 [ra | =}; [2 

[i 

S r =<. PH R 3 Bt > c ° Gchle|=1/ Z 2), 
1 j 

1 2 


| | 
3.60 sk Ej 2 Bt az= # IF xë , HRAL 


„x= j 1! 
= 


I 
] 


HRR. 
| 3 | 


| 2 .| — 3 | 
eeji | 其中 |e| -| 
1 


3 G 1 
0 1 O 
1 G 0 


成 为 对 角 和 矩阵 


3.61 FAE 24 B3 PI E E Wë XE FE 


|[—A DO 1 | 

解 :detA = © 1 一 A 0 
i 1 0 一， 
= {1 — A) < — 1) =0 


14 BÆ WE lll 
对 应 于 4 一 一 1 的 本 征 矢 量 : 由 于 


一 【一 加 1 一 4 一 (一 六] 


0 0 1 |=, Xa | Ts = Tı 
0 1 0j |z| =— |T: u. 
1 Š Oj [z =s. ti = -— £a 
— 1 
令 z,=¿ 得 本 征 和 天 量 为 2 一 | 0|。 
1 


对 应 于 A— 18) 3 IER E: F 
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|° Q | xı] £: | Ta = T 
o 1 O|] |:| 5 12 amen 
| Ü 0 | T3 PS =, = T; 
Ü H" 

令 xr,= ci TI == cy | 45 À hr S Bk 29 a= hime- Mass 
o] 1 


一 1 {9 | 11 
=| oie- la! e= s amez magn 己 的 长 度 ， 


1 Oj 1] 
得 
u 1 Ü 1 
1 1 
pi = 一 一 一 :Pz 一 1 Pa = —— Ü 
i v2] 2 
1 Ü 1 
/vi 0 /v2 
W [7 一 《有 P: P = | 0 1 0 
(12 0 17 [2 
(o 0 1 —1 0 0 
Tij -ilo 1 oU =| 0 1 9 
il ü 0 . Ü O 1 


1 i 
3. 62 用 适当 的 西 短 阵 使 短 阵 | ; MESE 038 7. 


z 1 
| 2 T 
Æ U =p Pz} 一 . 
dt 1 
Va Z) 

1 —:' 'Q O!) 

u=] i i=| | 

f O O ë 


1 2 
3.63 设 4 一 | 。 计算 Ar YERO. 
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1 —A 2 ' 
解 :det4 一 | 一 (1 一 2)7 一 4 一 (4 一 3) 4+1) 一 0 得 


2 
‘| 中 -各 


1 fi 1 jl ` 
$ 1 = 一 一 一 |, p; = 一 一 一 a EF = 
Ë) +E B, BJ 88 y X p Hil p | ] HEERE P = 


3 ÜQ 
cpsps) P 为 正 交 短 阵 ,P"AP 一 |。 “| = 
I o 
A=PTDP , A= (PDPO CPT DP>-e (PDP = PTD P 


AL EEEE EE E 


4= -二 | je Ü l: o 
vl illo <(—12J 2211 —1 
_ E: o a (— 1)” 3" — C— D 
2 3 一 《一 1 sha 


1 O 
A 1)” 

3. 64 计算 :G) [° 站， G À 1 

O À 


awo nm Laaa? 
A" nA"? " 2 
£T: Gi) P (ii) 


Ó) A" nA"! 
Q Ü À" 
1 1 2 
3.65 设 A 二 |3 1 1|, 用 凯 莱 -哈密 顿 定理 求 At. AEA 
之 j 1 
AARE RATA, 
解 : 本 征 方 程 
À — 1 — 1 一 也 
det(A — AD = dett A — A) = | — 3 4 一 1 — 1 
— 2 一 3 4 一 1】 


= À: — 322 — 7À — 11 = 0 
T: J DL 38 - B i 98 E A 
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42 31 29 
A S= 3A q TA ++ lll — |á5 39 "| 
153 45 42) 
(193 160 1441 
At = 3A p 7A? + 1llA = |224 177 169] 
|272 224 193] 
|. 117 一 一 74 一 34: tAn A 


2 š — 1] 
1 . ` 1 . 
ana = 1 — 3 | 
e ft Š AO = Ti] ° | 
[一 8 一 24 29 
1 .. 1 , 
— {7A — A= ->| 40 — 24 
A TE 37 + al 4 1 2 
一 了 了 40 — Š 
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第 四 章 ” 张 量 概念 


4.1 用 求 和 约定 政 写 下 列 各 式 : 


(A dB— Didr! + Sdr’ + + dz y 
dP Jdr adr’ F da” 
b) dr ar dr a de L tar dz ' 


(c) CT 二 tC， 
d) ds” =g; Cdr! ) 十 gz (dz) -t g | | (d> ° * 


Ce) s Se derdr " 


P= 1, q=] 
Ib., dz: Q dz: 
SF. Ca) de mrda’, b) qr ar dz ` 


(dY dë = gadeda' (N= 3), Ce) gudr'de (N =3), 
1.2 用 求 和 约定 改写 下 列 各 式 : 

la) agr ett aar a t as" za, 

(b) ATB A Bs APR, te A By, 

(e) AB! HAR? HALB’ H-H ANB", 


(c) zfr*, 


(d) g” gu tg” ga rg ea Fg Ea» 
(e) Bu -Bie BEH e Bis, 
Z ta) arr, (b) AFB, Ce) AiB. (d) g ga te) BION 
= 2). 
4.3 将 下 列 用 求 和 约定 Sie 28k 28 AH G 2 S Th 3|° 3 R. 
(a) apar”, (b) slait s Ce) usss N=3, 
=. 
(a) qamla rl a a T Ü. awt”, 
(p) An ATS Ap A AAT E e + Ap AT 
| | ' 311 。 


ar! ar" Ar’ ar ar’ Ar 


(c) Bam Bll gor 3⁄2 Bagr go Bu dr 
tgp E 十 ga 到 -下 Tg 

3= dr ar L: i Ar 

ar? ar? artar? dr” ar? 

+ Es | 


rar C En qr he | Bd Rr 

4- 4 将 咎 列 用 求 和 约定 写成 的 表示 式 改 写 为 多 项 求 和 的 表 
F: E 

(a) = “g Aty, N=3; (b) A” BIC,» N=: OE. 

Z: RD. 

4.5 zt, k=1,2, N EAA 3 pR. F 90 y q N =2,3 
或 NBP4 时 各 表示 什么 执 迹 ?必要 时 ,假设 这 些 函 数 是 单 值 . 连 续 
W) e . $h 37 B) , - 

(a) a, zt—1, R k 为 常量 ; <b) rtz*— 1, (Gc) z = x' (u), 
(d) == rt (t T), 

解 : 

Ca) aat =l A PAAR. 

当 N =2Bj ar tana =l 3& zS F ERR: 

当 N =3h ar tart tar =l, RR = E == a rR A F IB ; 

当 N Aiar Hasr tH eA t anr" = 1,358 8 O F I, 

(b) z'x*=1 

当 N —2BJ , CY (z2)° = 1 ,3F 8 3 P £ 31885 BH; 

当 N =3BF, GOF (252 H Cz3y2==1 , 3 £ 218 PR UQ š 

当 NA, (rH Y e + (z”)' = 1 , > £ 29 1 8 8 pR 


(c) === (u) 
当 N = 2 ,rl—= =l lu) r2—= x (u) # ZE Nk E IB H £ , 
当 N= 3,z1—= x=! (u) ,z2= r? (u) ,zt= x`°Cu), = EDS [8] PH 2 , 
当 N >4 , N 维 空间 曲线 。 
(d) X= x Cw) 
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X Mr 


的 坐标 变换 ， 


当 N = 3, ri = ri uua Y= r Cut) t= rt luv), A # zF Ht 


H.U #3 = HE Ph PH, 


当 N 224 , Ë Hh I , 
4.6 H NN 一 2,3 或 4 时 ,方程 a,z22a = 138 2 t 2, #h, 8 ? =Ë rH 


XT N E É fi E PF silk EFE Ë") , 


N= Ea E| , N= i tf 3k , N— 4 E SW PR , 
417 #E=#EZE TB] Ë , K TI & wa 9 q wa Ft Rn ANA. 
(a) 08, Cb) Bdund,. | 
解 : 
(a) 人 人 一 人 全 十 9oi0 Fó, 0, 一 3 
(b) yfad a= ô buia Hysa atia dada = 3 
PEET EE 
4.8 在 三 维 空间 里 ; 求 下 列 含 克 罗 内 克 符 号 5, 3 R SC 6946 , 
(a) Ñ: as cb) OO o 
答 .(a) as (b) Ba。 
4.9 计算 :Cay AY, Cb》 6284, 
。_ Ji， 者 pq o 
8: Ed 28 ór — O, E pq Jr [以 
DLAT = AP, iof = of 
4.10 计算 (a) BF, (b) SRA”, (c) 026267. 
Æ, (a) B2, (b) AZ, Ce) 8t, . 
1.11 WE: EZ HEME, Ea Em, 
EDAT H C u EE nm Ean C Eat C aE aye 


《ii 关于 产 不 为 零 的 项 有 


£ ij Ë iy = £ 128 €= g +Ë s Eg +€. < 
Ó+ € 坟 38 Ë iag + E p E s + E zs € ya 
GGDT £, TAF Bj TN 85 


”了 ° 


E ijk E e= C 123 (C ar + E as EZ sva +E 313 € 331 FE C 423 

vE En +£ sn Zs 

= (1) (1) 十 《一 1 一 17 + (C— 124 — 1) + (5481) 
+ (— 1)xX— 1) F ¿— 1) 1) 
= ü 
4.13 iE: 

EN | 
E pe Ema = | Snp q Sn | 
B Ön Š, 


证 : 设 4; 的 行列 式 为 
Ana Ag A 
An An AA. 
|As As As 
将 行 与 行 . 列 与 列 每 交换 一 次 ,行列 式 就 变 号 一 次 ,所 以 任意 换行 
后 有 | 


detA = 


| A. A, Amz! 
|A, A, As|=6,. detA 
[An Ar A, 
任意 换 列 后 有 
A, A. Al 
A A, Aal 5E | let A 
| As. A, Ax 
因此 ,任意 地 将 行 与 行 交 换 , 列 与 列 交换 后 有 
Anp A, A,, 
A, A. 4.1 E mr € det A 
A, A. An 
A A; == 0; Mj detA=1., 因此 有 


+ 


= 514 °" 


| Q ann O mg Ü es 
Gap ym 0 一 = Ti = MAY 
Üp dr Q, 


3. 15 i UE : = Paq: = ar = Qon yr Ü prgn 
证 :将 4. 13 题 结论 中 的 行列 式 展 开 , 得 
= pr Er = S an lO ng rs — T. + E ng Ea 
— O npr) + as EA o Qa qe ) 
用 5 代替 2 WS 
= pwr Cr 二 心 ,。 【闪避 全 站 一 全 【个 全- 
— BB) + Eal npin — Q... 2 
一 全 人 一 个 人， 十 他- 一 契合- 
+ 3an 一 他 人 
一 pO rq —_ Ongdrp 一 Go ur T Ü pr Oga 
， . d 
1.17 ATARAR, WER: # umour moxi MA g Cu 
KPS WX CH Xr), 


— d 
H:i X= L (u>) 
A; = S C€ eo) 一 E ¿kt U, -+ E pett U, 
因为 u= co X u , v — c> v , Pr PA 
z; = £ jp plig sU 一 Ë gnm T, x 
代入 上 式 得 
X, = = ijk E C E Ua + = í ik = km tm Fe U, 
(Ei = kma £ ink = bn; 2 hatt U, 
| (Q; jn -一 Qin Ó jn — 全 站 十 Bn ) G, Ez yU, 
一 CAGI 一 Bids) 60, t yU, 


| 


所 以 K— S. G Xv) =o Cav) 
, Ar? _ se 
4. 19 证 明 oa m 
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证 :车 p 一 q,35 一 1, 因 为 x? 二 x 
E p 产 9,5 一 0; 因 为 <? 与 z" 互 不 相关 。 
所 以 — 一 


4.21 写 出 下 列 张 量 的 变换 律 :Ca) A... (b) Ba, Ce) C" 
解 : 


Brear Br ,, 
4 — — — IOO : 
O) Ate — a SE S> 
... = Art Ax dri ar? 
GD Ba, = = Ar” DX AT? 92 pyran L 


a= 局 TD 
C111) de 
4.23 Ajk im) E E r 的 函数 , 它 从 坐标 系 x' 变换 到 
坐标 系 x 时 符合 似 下 的 变换 律 ， 
| 2r! dr! àr ar 
Ar’ Ar? Art ar” 
试问 AG Asim) EE SK Et ? o Je SE TE TR B kA L. F TB 


A(p,.,q r 3) = zA jk pian) 


标 , 并 说 明 其 道 变 与 协 变 的 阶 数 。 
— 2r år! ar dr 
解 : ATS E ar ar Ar” 
BEA EIEE EREE , — Et PAE 89 VU Br 3k B , i 
£ ay — ar 
4. 24 设 BCp,g,r)= 2 a 2 Cj,h CP) 


T OG, kym n) , 间 哪 一 个 是 张 量 ?如 果 是 张 量 ,就 请 写 出 张 
量 的 上 .下 指标 ,并 说 明 其 道 变 与 协 变 的 协 数 。 

答 : 只 有 B84 是 一 阶 逆 变 ,二 阶 协 变 的 三 阶 张 量 。 

4.25 设 一 张 量 在 笛 卡 尔 直角 坐标 系 里 的 协 变 分 量 为 2zr 一 
=,rsyyyz。 试 求 该 张 量 在 柱 面 坐标 系 opr 的 协 变 分 量 。 

解 : 设 A, 表示 张 量 在 笛 卡 尔 直 基 坐标 系 z = r, — y === 
中 的 协 变 分 量 , 则 

a 515 ° 


A, = 2r — z*, À, = Crt? A, = rtr’ 


令 À, 表示 张 量 在 柱 面 坐标 系 Z = p, 一 9, T == 中 的 协 变 


分 其 ,由 于 协 变 张 量 的 变换 津 是 

_ Dr 

A, = = A, Ca) 
TIG Mi zB 3 #K R — [8] B*J 2 #= 2 

z! = DSS Tê = rlsinr2!, r? = r? 
kr dH A a)n 
] 2 š 
A= ZA, + SA, 十 A, 


一 cosr2t(2=x=1 — q?) + sinz? lr y i?) 


= 2pcostp — zcosp + p'sin"gcos"p 


E ar! a= axr 
一 qh Ri Ri 
= 一 g'sinr’ (2e! — q’) + mleoszr*(mx=l)2x° 
一 一 人 pz2singeos + pesing + p'singeos yg 
— a ar“ ar’ 
A = 下 二 


= x’r’ = prsing 

4.26 EUR E EH da 5K 8k £ PR Dn aF $K 38 r0 p HAEE. 

2 A, = 2rsin?°0costp—=sin0cosgcoseo-Fr`sint8sin"6cos"@ 
risingcos sing, 

A, =2r sinfcosfcostp— r cos PeosgtH rt sin Acostsin gos e 
—risin tosisngp, 

A= — 2r`sin*0šsingcosg-L r*sin@cos0singp+ rtesint0singceosš e 

4. 27 WERA A, 是 一 阶 协 变 张 量 ,但 人 不 是 张 量 。 


证 :根据 假设 A- DA NT 求 导数 ， 


34 Dr JA, Fart 


3 一 dr am T Kcamtaae 
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qr" qA, ar“ Fr 
saf = 十 于 
Ar FA AT dr Ar 
Ar? Ar” QA, + a yt 
er drt dei 


FH J 25 — Ti BJ tB sü , ARED A EI ERR, 所 以 < 2 不 是 张 


其 .以 后 可 以 看 到 ,在 2 后 加 上 - -适当 的 项 就 会 构成 张 量 。 


4.28 WE EARTE, 
管 ;不 是 ， 
4.29 如果 A= 


Mara ETA JE? 


ar” art gr — 
a: B g — tt t aP 
2r a A, 证 天 AS =ar re 


i Pa” da” p ax 3 a 5 一 
u. EER 一 全 站 At 的 两 边 , 即 得 A% Az, 


4.31 BBS C ENERE A TURKER UE As BC! 
是 不 变量 ， 


证 :根据 假设 有 
— 3 ar ar" ; =; art _. 
As 一 = P B° = SRP, O = xF 
1 r: P , 
A 五 "Ce = ar ari Sp BEC = A BC 


I a a ar 

T PL. ABCC 是 不 变量 。 

4.33 WE B.,— Epa EEIE. 

ME. Ba = E pam — (€ a )=— C Ru) S wa 

4.34 ”在 三 维 空间 里 ,; 按 (a) D= D; (b) Djs D: W JF , 
并 尽 可 能 化 简 有 

管 : 

Ca) Di = Pu Grt Das Cro + Da (rs) 

+2D ri 站 
(h) L cz == 0 
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第 五 章 张 量 代数 


S 1 设 和 4, 和 如 ,是 二 阶 协 变 张 量 ; 斌 证 AAG t BIE L Br Hh 


变 张 量 , 式 中 2、 是 纯 量 。 
x _ ar ar 


证 : A 7 apga lui 
An = SE SE 
Bo 一 = z F 
HB pa = PB, 
AA,, + Bp 一 = GA, + pB) 


PTL AA; zB. P: _ t Hy 3 SK Bt , 
5. 2 WAZE W s xf #R S B. 8: £ AE zy q 2 lj FJ + BL ? 1 
(a) N=4, (b) N= 5, (c) NARAR. 
Æ (a) 10, (b) 21, (c) N(N + 1) /2, 
58 BEA 4 多 在 一 个 坐标 系 中 对 于 指标 户 与 ?是 对 称 的 
(或 反对 称 的 }, 试 证 它 在 任何 坐标 系 中 对 于 指标 p 与 4 都 是 对 称 
的 (或 反对 称 的 2， 
证 :因为 亿 就 指标 疡 与 3 有 对 称 关 系 : 故 只 需 对 B” 作 证 上 明 ， 
E B” Ja XY Sg BJ BD Bh = B”, TE 
_— í dr Fr az 
B! = = aB a az? 
表明 BE 36 $R 38 x 中 保持 对 称 . 
类 们 她 可 以 证 明 张 晤 保持 反对 称 关 系 。 
5.5 设 A 是 对 称 张 量 ,Bi 是 上 反对 称 张 量 , 试 证 A; B. —= 0 
证 :因为 Ags A B= B, T E AB 一 一 A;B; 
+ 319 < 


pī 一 BY 


A; B, + A;B; = AB; + AsB,, = 0 
A A PH 38 B) TB SF sb JE: NE R, Bir Pl BJ E PR 
A.B, = AA, 

于 是 2A; B. = 0, A; B: 一 0 

5.6 设 ALB B. 是 张 量 ; 试 证 Arn Br 与 Arn B. 是 张 量 ,并 说 明 
E i KS t a 

管 :A*B" koimme KE, AE E: — Br 6 t sk Bt , 

5.7 如 果 用 万 :的 对 称 部 分 D À£ n TÉ F Da , 试 证 二 次 型 DFE z; 
是 不 变 的 。 

证 :将 万 ;表示 为 对 称 与 反对 称 两 部 分 之 和 。 
了 
2 
TË Duzz = (Dyt Diz (Diz; H Dutt) 


Dy = Dup + Dus = Dy + D.) + Ds Dx) 


= z (Ph m; -A Drt) = D jX; 
5. 9 设 @=— ap, A AA . bK UE ; à H 1 G Hi Q= bk A: At , z P pi 


是 对 称 的 。 

E 3 P= aa AAAI Say A A S aA A 
于 是 26 =a AP Ata, A: A — lap ta A Aš 
所 以 D=- (aatan) AA 


全 brn 一方 (ax 二 aw) 是 对 称 的 。 
5.11 WEKE 4 名 的 缩 并 是 纯 量 (或 不 变量 )。 


i =r axi ar" 
HE: A 
iy ; ar’ dr 
12 J= Ë 并 求 和 A = A A 


由 于 天 ;一 .42 所 以 A5, 是 不 变量 。 
5.12 设 A 是 张 量 ,选择 p= t,g= s, WIER 3: J: I JE 3 
量 , 并 说 明 它 的 阶 数 。 
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EF: Bi Py ERKE. 
5. 13 MERE A75 B, 的 分 积 的 缩 并 是 不 变量 ， 


证 A= SS At B= TB, 
AB, = ar TA'B, 
HH C 7 一 & 并 求 和 ) 
| A/B, = ar ZAB, = ArB, = A’B, 


FEL A'B, B AS 3 E. 

5.14 W #$E xr F $U H fÉ sÉ Bt — [B| 89 2 38 : Ca y A Sp Ass, 
(b) AS S Ax. 

M: (a) AFS g An, (b) AP =S mp A 

5.15 斌 建立 下 列 相伴 张 量 之 间 的 关系 ;(a) ASA, 
(b) A SS AZE, 

ED Ag = =P r L (b) AS = pr pg aA 

5. 16 试 建立 下 列 相 伴 张 量 之 乌 的 关系 : Ca) AB A... (b) 
A 与 A 

解 : A gi pq pt A py 

A= 82, ga g AT, 

5.17 HERE A45 与 BY, 的 任何 一 对 措 标 相同 时 所 求 的 内 
m=i kE, 

证 :外 积 ASB" = C, 


令 p 二 t, 求 和 可 得 内 积 。 
| ;dr aax" 


1 j = — + 

由 假设 A 
gr’ Ar” dar’ ys 
Bamana a 


si Ari Jr Ar' ar" Ar ; 
AaB = S Fr a as gp 5 Bs, 
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令 j 一 n, 求 和 


= = ar? ar” 

= S= 元 SABE, 
这 就 证 明了 了 y 二 rr; 辐 样 可 得 内 积 是 三 阶 张 
h. 

5.19 B AP 5 B, 是 任意 张 量 , 若 AB, Cip 3 2 E Bt , j, 
证 Ctp:9) 是 一 张 量 , 并 能 写成 Cipe 

证 :因为 A BCh q) E As 3 BL, P L1 

A B,C p,q) = A B,C CF, A) 

LAA A,B, ERECTIE), Ar 
ar” a=" 
ari gr" 


Jr? à 
AiBICCO k) = 55 IT ABCD. gq) 


A BC ipg) = 


A BC Cp, g) 


vB 2 Tcp, g) — CG) |= 0 


因为 A,B: 是 任意 矢量 ,所 以 
Ar’ ar“ 
3 Ja aC lP, g) = CCj,k) 


ari gr" ， 
B 38 A ppa A 


Cpg) 一 


= ; aC ak) 


Br CC; £= CU Cp n=O 
5.21 设 A 和 BF Pk JE RR 0536 28 KE M CAB 是 不 变量 ， 
试 证 C. 3 — BEF K E , 
证 法 与 5. 1988148 A. 
5.23 I de= pg dridri 是 不 变量 , 斌 证 gi 是 二 阶 对 称 协 变 
张 量 。 
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aym Sh! 


证 : H5. 日 题 . 今 p= ds, "= d<, A =d B ds’ 是 不 变量 ` 
B EA HJ GA TÁ 38 gi 是 对 称 的 。 


dd 一 gndzidz! = ga SS dz dx 
J 
= Ea = = r grda" 
， ax: ar" 
所 以 Br = Bik ToP Fr 3r 


可 见 ge S: — BL 1 #K Py S qK ot , 32 SF 2 HE kt SK Pt , 
5.24 WRR EmA PHRA., 
1 ° Ü 
管 ; ga= lo = Ü 
G Q risin’g 
5.25 OMB — 4 É pú 5: K 3t # El 2: RE F IIR 
Ë Bru Ela 
FE |Jan Bz PEal > (b) 试 证 gg 二 gxG C.E), zü rH tf 类) 是 E 


És Pa S33 
的 余 因 式 , 该 式 仅 对 指标 羡 求 和 。 


证 ; (a) 的 祭 员 起 G (2.1 (— 1: | gan)| 
au mj 

2 Z 
go 的 余 因 式 分 (3223 一 (一 1)2t2| 1, 

Ear 点 33 

zas GK2,3) 一 (一 13243| 和 £u 

Eza Es: 


根据 行列 式 理论 ,有 
g = gnal, l) + BaCi, 2) 十 EnG, 3) 
(b) 4% (a) fg tA R R iE f fr R (T lat y , ËB WT É$ g= g ICE Ui E), 
APERI £ oR AH, 
5.27 定义 r= IP GORJETI g= galo 


中 元 素 gn 的 余 因 式 , 试 证 gag” =i. 


(rJ R) 
g 
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证 :内 题 5. 25 有 gj 一 一 一 二 1 或 gus ml 式 中 仅 对 点 求 和 。 


GEDk) . 
Tei 一 一 中 或 gag == 0, p i. PW 1 gag” = 


(yU. 
£ 


H £B 5. 26 有 gu 
b 1 , 知 J= pP 
Q> 一 . . . , a 

0, J> P 

5.20 iZ u; 35 ta,b.e 3 为 u = aa H Bb. tH Ye, DK E 
a= C Ui Ca — E plU Ea y= € FORAI 

E sa bu, E sabe Eppa,’ 

{E : v = zea, Bb, + Yc. 


Ta = za, + Bb; 十 Yes 
U, = wa, H Bb Yes 
M E ry Cramer) E #B , 1 £ FI HE 2⁄4] #f S RR 
条 , 和 


行列 式 展 开 的 天 


cI a D, C'a 


局 理 可 写 出 与 7. 
设 两 组 坐标 系 的 轴 间 夹 角 如 表 所 示 , 试 求 其 变换 系数 ， 


5. 30 
并 证 明 它 们 是 互相 正 交 的 。 
z | zŠ z” 
I =! 135° 607 120° 
q” 907 45" 45° u 
T l 45 60° 120° 


. 32d4 


/VE 1⁄2 —1⁄2] 
E :ci 一 Ü l 2 lI/v2 
1⁄2 1/2 一 172 
5.31 Baca = si N aa. a Wg BR ayaz*as 的 互 道 基 天 
(不 一 定 是 单位 矢量 ) ; 试 建立 构成 专递 基 矢 的 必要 关系 ,并 计算 下 
列 舌 量 的 逆 天 : 


b, = 3i + 4j, b =— i+ 2j + 2k, by = i+ J + K 
W. H E 2 CED £ EB BS E S 
a, + al = 1, a, + a: = as + g! = Q 


AH EA T+ aH :也 就 是 平行 于 qz > as, BP al = A Ca Xa) 
H Æ dt .a!= 1, Ef 三 1 -Ala >x a.) = 1 


所 以 1 一 1 一 二 (V0) 


asa xa, V 


1 g: < 85 p_a% 3 Xa: 
于 是 得 到 a ç t € S e= 


HPR b.,b,,bi u= bi'b, X53 一 12; 于 是 
b = (b, X b,)/12 一 (一 k)/4 
b — (b, X b,)/12 =— i/3 + j/4 + k/12 
b? 一 (b, x b,)/12 = 2i/3 — 7/2 + 5k/6 
5. 33 设 ds: = 5ldr YF + 3 (dx x: + 4 ( d >° yz: — 6dá xd r° 
tddr’dr? pR g 5 g. | 
Wq .z n = 5.273, = A. g a= Za = — 3. gn == ga = Z gi 


ga 一 全 ,于 是 
5 —3 Ü 
g= | — 3 3 2 |= 1 
0 2 4, 
gn 的 余 因 式 口 (上 8); 


GO. 1D=8, G(2,2)=20, G(8,3)=6, GUD =G 1) = 
12,G(2,3)=G(3.2)=— 10, G, 3)=6G(3,1)=— 6 
. 325" 


于 是 g’, er 一 5， 
有 一 器 一 一 572， c Sp 31: — 372 


| 
| 
Lk. 
— 
t 
ta 
I 
的 
l 
ag 
+ 


Huo aA E hz E 38 E EE 3 R tA AR, 
5 一 3 0 | 2 3 — 3/2) [1 0 0 
— 3 3 2l 3 5 —5/2|= Ë 1 0 
Ü 2 1] 四 3⁄2 — 5/2 3⁄2 lo 0 1 


5.34 i ds = 3idr 2(dr + Aidt 6Bdz dz PK 3R g 
5 z. 


(473 0 1 
£ .g—6,( 7” )= | 0 1⁄2 D 
1 0 1 
5.35 (a, B A 5 P ES RL. bKUE CaA B 是 不 变量 |; 
w AP Bs 


a 
HE; (e) AA gp 是 二 阶 声 变 张 量 , 根 据 5. 21 题 ,证 知 e. A” Bs 


ERTE. b) 因为 PA = SC aE Ara, — SA A = APA, RE 
H). 
A'A, B1B, ARER, ANAA DBR ERER, TE 
_ EmA B 


~- k Á # T , 
V CA Ap) CBB) 
我 们 知道 ,这 就 是 和 拓 量 A? 与 B' Z [š] 3 fi BJ z: x= 
g AFE 
V CAA D (B° B.) 
EB g As B = AB, = 0BJ , WJ 3 BE 1F 2 , 
5.36 PNH Ei Af 3: 35 38 [8] 3k: AA BJ 23; Ip] R 52 Bb 27 E 2 F 
表 中 ,如果 fczasrs 也 是 右手 系 , 试 填写 表 的 最 下 一 行 的 空格 。 


cos 一 
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管 ;一 4/5, —3⁄5, Ü 
5.37 BLIE = # == al EL HH # s #g 2 [B] 3 fB BS sç 522 23 


i2 - 2 
cosh == — E cosh, — — 29 cosh = 一 — En 
Y Eug V rf as V gagn 


证 :党 c EPR >t —= WW Pk, > —= W Et TEREA H ds” 


= gado P RE 1 zu + W z' Bi #8 80 9 f tj k t A = 
N Bn 
Di a 
同 理 可 得 沿 曲 线 =° , A RE 
1 1 
A, = —— A; 一 他 5 
Ngee EE 
ASE A, Z E 3£ A I s 5 


N 1 1 Sre 一 Eiz 
Veu Be Y Eka 

ESME 3r tE u] sË 45: +. e #B BJ 2: 55 。 

5.39 试 证 P= z. NA 是 不 变量 。 

证 :4; 和 4 是 一 矢量 的 协 变 分 量 和 道 变 分 有 量 。 于 是 


w— 


ar’ 一 ar" 
A, = A, AT = 3 人 


cosh = g, Í Ar — 8 


A,A = Z EAA = GAA = A,A: 


TE AA 是 不 变量 , 记 为 L.M 3 I A s 
L? = A;A: = ga AA = g. AP A: 
+ 327 $ 


5. 41 


设 A= =F, At PK uE 和 一 区 A, 


下 :用 e” A;== g, A B BJ 18 


gA; 一 一 EE 
: °= = A, 或 A = gA, 
HFA FE 18 a Pn. #8 B 3£ #g, 38: A= KE. 


FII 
3 43 


01 4° = A’ 


解 : 因 为 d =de t ode dst, r= p, m= p, r=, 


En Bils n l Ó A 
FF EA En Eu Baal= 0 ø 0 | 
ga En gaz 0 ù 1) 
g= |ia 5ps 
go = BRAA _ 1 e =i 
E |œ 1 
g? = Em 的 余 因 式 1 |1 T 2 
E g tO 1 P 
g” 一 En RREK 一 1 1 ° 一 1 
g ejo ~ 
Jj 一 gu 的 余 因 式 110 Oo 
i Ë o |o 1| 
还 可 算得 gt — 0 , ¿== Ë , EH JH, 45 331] 
pl g? g 1 Ü Ü 
z g? gl= 0 1⁄6 | 
pl gë g” 0 + 1! 
5. 44 TF 3FBR4F E Er #& É #£ 38, 3 += SE e , 
(gn gu gu f 0 9 
F: En En Z#Ea|= 0 r Q 
Za a Bul) lo O rsing 
(u gl: g ] 站 O 1 
p g” aj |o 1% 0 
g g? g” 站 0 ,.l/2sin20 
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5-45 BOH F FDE Ph Jy w E PR kB RETEA: ta) 协 变 矢量 的 变 
HAE. b) 二 阶 递 变 张 量 的 变换 方程 (一 3) 。 
$F: Ca) a= SA, 


-7 ` ar. 3r! ar’ fa ` 
[$ ae ae a | 
_ ka e i ae Ar Ar? RT | 
L sss 一 | 区 Z: j= Asi 
As 2r! a? ae | LA 
Jr? ĝe? Jr’) 
或 行 和 拓 量 形式 : 
[ər at ar? 
Jy! Tr Jr” 
- — 一 ae? Ar? arf 
(A A.A.) = (A.A...) Fy! Jr? Jr? 
art a? arè 
ar!) dr? ge’) 
Fer A Ar J 
Lb) A A 37 
An ÀA Al] 
| A21 A22 23 í. 
Fu 432 A 33 
[t am am dt de am 


ar! ar? Ar 
C Ar? ar’ = = ar’ 
| | 31 Jz sa| | ar Ar ar 

ap ap wA A 2 |a ae az 

iadr! orz rai Lar? gr? Ar? 

WR FA ERTER REREA: WOOER EER 
By E, Cb) — e SE E h y 38 , (c) — E Z SÉ 3 EE 
(N= 3). 

Z (ad. (bO, 


11 
Ja 
=> 
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A A A; 
[Ai A A; 

[az 下 de (az) ar! ax 
ar Be Be art a ar 
=, z Ax Al AL A: i dr dr | 
ç arë ax 3 z | Jar? ar? dar’ | 
ar ar añ As As F E a | 

3 q 3 

I ar? är? 2 A A; A 2 3 ar 

Brl Br ar ar! ar’ Fr | 


5.47 设 二 阶 对 称 张 量 A, B SB EE 3 z JÉ zÑ 29 


1 1 Ü 
CA =l 2 1 , 试 求 它 的 本 征 值 与 本 征 矢 量 。 
0 1 1 
e. AEA A I) X == 0 (RRA. TAD 
写成 分 量 形 起 CA — Àm r= 0 


在 三 维 欧 儿 里 得 空间 童 ， 
CA — A YT + Arri + Apti = Ü 
Aare + KA; 一 Aa z$ 十 Anr = Ü 
Anit 十 Aj ry + CA 一 Aa YT = Ü 
本 征 方 程 


det lA—AR =] 1 2 一 4 1 |=àAX1—A) (4 —35,—=%0 
Ü 1 1—A 
得 本 征 值 Aa =0,A == lAn 3, 
对 于 xiao 一 0, 本 征 方程 化 为 
O yP p aP = 0, ri 十 2X2 + zi 一 DY 十 Ti = 9 
解 得 rP =r, r =e o Tz 一 一 1, 得 本 征 矢量 
Xl el —e,+es 
对 于 Xe 一 1, 本 征 方程 化 为 z = 0, rP HP q a= 0, W 
zi? 一 1 便 有 x 和 9 一 一 1, 于 是 得 本 征 矢量 
+ 330- | 


x — p — ë; 
对 于 Aa =3, AEA EAA r T aP 0, zr — ri + rs" 
一 0:z 针 一 2z 生 一 0。 解 得 =P= rP zD = xt J xf 一 1, 便 得 本 
fL < Bt | 
x —= e, + 26, + e. 
显然 ,本 征 矢 量 x… 是 互相 正 交 的 。 


7 3 OÓ 
5.48 设 二 阶 对 称 张 量 的 矩阵 (4 四) 一 |3 7 4|, 试 求 它 的 
0 4 7 


主 值 和 主轴 方 回 。 


E AnS 2, Nn 二 7 Ao = l2 
5. 49 将 题 5. 47 EE A;; 北 为 对 明 形 。 
R: H iF IF 2842 LHR B> 


M E k e, = xt r? | = -人 一 ea 十 ea) 


年 27 E “BYE = 1 


1 
— y m = Bi 一 一 一 一 人 
[eD —_ (wD. )e, | — > 1 LT 3 


最 后 ,6 一 YT g ye, CX e, YE _ 1 + > . 
= m 了 "12 | 1 一 一 2 
' 3 |x — (x e e —(xt2.e,)e,| 6 v6 


其 次 E= 


1 
+ —. : 
6 ` 
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一 一 = 一 一 


的 平方 根 J B, 


iz: 
L 


50 计算 张 量 B— CB.) 


a 


:利用 和 与 起 的 


"o 过 pe T 
— ls! 

— = 
WI 
° ° > 
~ 

— w 
mi mje 

m ~ 

m 一 

十 | 

lin ° > 
"ma "= 
— Á 


Ü 


4 
Ü 


士 轴 重合 这 一 结论 , 求 4 的 平方 根 ZA, 


一 1 
1 


人 


i te št A= (4,) 


5.51 
gA. oR A BO E tE. Heat fB MP PE , 
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3 0 O 
ASA p=] 4 N 
y 0 6j 
l 3 1⁄V⁄3 1/v3 | 
其 变换 矩阵 是 M= (M, ;) = 0 l/w2 一 17 2 
—2/ 1l/v6 1⁄6 
<3 0 0 
/ī= WA, = 0 2 °| 
o 0 sE) 
vA=M SAM 
(VA) = 
vs vo U a Mv 153 
UV BN IO US 5 0 3 1 t uA o E 
l g lv ve ) YL u V i 
V 2 +A ww 2 —2 w 一 2 
== |V2—2 VETVS+I YYE+1l 
V2—2 w2— v6+1 v2+v6+1 
i 0 —1 
5.52 设 张 量 B—(B.)= | 0 3 0 |, 利 用 凯 莱 -哈密 顿 
—1 0 —2 
定理 求 (B)*。 
5 0 7 
=. 0 81 | 
7 0 26 
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第 六 章 ” 张 量 分 析 


e a + =. £| 大 ' 
6.1 试 证 :GD 下 ] 一 工交 天] Gi) i=] ofo 
EJ J 
HE: | 
.. D. pqa lləga , a gu L l | Ba, Br Wil 
G) Lijs] i% s t 一 a | 2 | a: dr ar 
[次 ,下 
Ë | pos BT s “| 
Cii) [$= Lijili] .| 
. E? AFi 
Das; ra ， .. 
8. 3 RESI ik, ;]+ [jki] 
证 : 
dz, Ige _ Gg 
E: ,了 | - FL i= L -| 了 二 Jr’ pm | 


pdg, Hu a) Bs 
3| art arit Qril g 


6.5 IA: 3: >) H$ , z; = 03 |a] E 80 85 — fh yz, E EF +E ENT 


=, 
解 :下 面 不 使 用 求 和 约定 。 
. .. oon l| Æa gu č Iah _ 1 gu 
>i ¿;=;j=k, ikl =li „D= E | == > pw 
一 。， ， 1 dg; AQ ik PE i — 1 Igi 
i 
. m.. - a 1 AF., +2 dg; 1 Hi 
当 | 3 十 | 5 ka = 2 a 
当 jst, Lis k] = 0 
65 H8, 4 ij Bigy = 05 [n] ER ia — Rh ya, E ipe 3E AT 
=. 


$J- [j 
a| 28uar’ liy| 2an "8" 
Ë 
(=0 EJER) 
17 
6.7 WWR: AERA AERA, GOB B 3 48, CHD RR AR 
` 8: Pi # i 8) 55 — #h sz H 3F 6 3E #£ = , 

H:A 23 fE IE 2 5 $R P, 4 == ; BJ, g = 0, Pr D , nf l AA 
BM 6. 5A EG. GHAR., | 

Ë 
GD 在 笛 卡 尔 直角 坐标 系 里 ,gr 一 1, 所 以 2 


GDE ÆA 3 E r e o, = p, 一 8 一 lg 一 让, pis 
=1 ,所 以 仅 在 ¿— 2ÉJ 2 # RAFU 55 — fh ma B BW +G 3E + = , 
| 一 lÍ dga l 3 


|2)=12]- 1 a 1 3 a 1 

121] 112] 2gs ar， EE 
GDE BRE E a H rl = 一 rx =r Im pgn m lger", 

ma = r sin ; m 2RR A AS 2 3 BJ 35 O sa FB. H +E dE +$ = , 


| 1 l Jes; l 2, a 
一 一 二 -一 一 个 一 一 六 下 一 一 
\2 E E ar) r 
| 2 — 1 Az — 1 2,3: — 1 
121 Bla AT! r-r 
d M ' = f ri ku 42 (rsin 2 8) = — rsin" 
I 11 
,|= z; ¿Ga am 
F 23 E 
[3] |— 1 Wa l È erana 
131 和 13, 2£ ss r! = sina 地 sin 9) r 
Í 3 : J 3 ' 1 EEP 1 


== ——- 


[3l gy — 
321 一 t237 P 32 Fpa gyi sinf) = cos? 
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6.8 üE G) FK EL Ai AB $F 3 GDIR s PR # , Cu i) R b 
2 E #% rH BS $Ë — #h se HB RH TE 3E q a 

#. G 383 Giy[22,1]= —s,L12,2]= L21,2]= p, K fb 
J 3 yw. G )[22,1]= —+r,1 33,1 ]= —rsin f, L 33, 21= 
—rsin@cos0,[21,2]=( 12,2]=+,131.31=[13,31=r=sin°0,[32, 
3]=[|23.,3 ]= > sin@cos, R 4 3J A $, 

6.9 计算 度量 为 ds 一 (dz 十 LT 一 Cr cd 和 时 的 第 
一 种 克 里 斯 托 菲 符号 。 

HE. AH gu=l,gg™= (r rO ga 0s R H E gum Q Cr >= 
让 ;所 以 可 利用 题 6. 6 的 结果 ,于 是 有 


ti 1 de _ l. a annn 

[= FA ERI Ar! 5 2 ) 一 之 

2] tia] ganar (ayir y 

2 | 1 r n T 

o9) 2gp a C — ery 
HEHHE, 


6.10 HA3 ahm El Eq RE EA E , A pu B) E b Gds = 
Cdr (rl Y iA Cal Faint a? gde?) Gid dst = Cdr’) + 
Gir! r’) Cda n H P G E. r r HRA. 


1 
A AAFS — p 3 E Ni RE dE $ E KN Z C) 1», Sor, 


1 2 2 | [31 
= — zlsin2z2, — rl, —— fros’, — 
(os 75n a laz] l/a (aa) 3 
I 
= + = = t ; ` = — — — s = 
M iz 23, (32 oter: GU | 2 ari’ \12 
21 19 /#2\ 12G 
sıf 2Carl joo] 2CGar:° 
Fr nar” atge | m | 
> 过 正二 和 一 | | 于 ariar" | pa,” 


w, Š 6. IAC. 12), 

6.12 试 求 下 列 张 量 相 对 于 x" 的 协 变 导数 ， 
G) ga | At. Gi) AB, GH) @ A 

答 isa At, A Ba A: Bigs 314. 

6.13 ” 试 求 和 下列 张 基 相对 于 xv aG. 
G Aps GAF, GD Ah, Gv) Alu, v) AŽ. 
解 : 


. AA, y | 
Gi) A= a A — | | ax 


了 4 . 
(i) A# = N jan + | | A” 
F gs y5 


É n 
GD Aha = d i 4 一 人 At 


(iv) Al. nA _ 的 |an (p jauti? JA 
q 


. , JAM n s | | 
cv) A. | | 一人 ae 人 
mq nq q£ | 
jÉ | ja É i a 
) ) A 十 | A an 
FES: qS | 


6.15 设 上 是 张 量 , 试 证 4 14, sk at. 
q 


rt 


证 ;因为 4 


A, ar JA, art Er 


L — — -— — 一 一 一 一 一 一 
PR VA ar T o ae ars U aa A: 


将 号 =|” )2r ar a= (7 
azar | pide" ariar H 
代入 上 式 , 得 | 
PA; ax e ad | n a _ a a= "|A 
ar? Ari Je ax ila” dr dr a] i 
_ art art aA, ` [n art arr s] 
a Ra Pigs E E M > 


BA, "1-4 arl el ja. 
- a " Jei grt dr bq 

可 见 Ap EE. 

6.17 WIE Oga Dg» Gui)ói 的 协 变 导 数 为 零 。 


证 : 
DF jr 5 — | $ I 
Eia pm -5 M l Ëq Bi 


— Ea — jgk] — [Rg ,i 
根据 题 6， 3, 可 知 Ek. 


=Ü, 
agil Jat +s ya 


根据 5. 4 题 ,可 知 5 一 9。 


ofj 7 | 一 9 
Gi 一 一 (rl | (ta 


6.19 WR AL BUL AH XT T z° 的 协 变 导数 。 


解 : 
CASB) a KARET 一 | p AB 一 (gl 
soe amma er 
-I |an) B | 
+A [2s MEE N |a", P |” P) ae, 


= A, B'”*, + Ai BU. 
6. 21 H HE ( g | A, ). =E Aa 
证 : 因 7 E pkg =0 * 所 以 


(g | A. -一 E 法， aA T + g A -H = ga j 
+ 338 æ 


623 #E#EE B S PE 2: H: , MARERE 4A! 的 物理 分 量 表示 
A 的 散 度 divá”, 
解 : 柱 极 坐标 系 z 一 2;T 一 9 二 之 ， 


1 Ó O 
0 @ 0 一 ¿g =P 
0 0 1 


用 ApAp A 表示 A 的 物理 分 量 , 则 
K 3 aì 
A= Ven Al=A!, A = N gx A SpA", A, = rs A = À 
div Af = —— = z Z g A") 


1 


d d d 
= 1 [ac0a, + —A, + S CA.) | 


P Ap 
6. 24 EREEREER A 的 物理 分 量 表 示 divs’. 
A, 
g diva = y (A, ) 二 in A + lng 
6. 25 在 (GD 柱 极 坐标 系 ,(ii) 球 极 坐标 系 里 计算 Y O. 
H rade — ve-2 =o, 
与 多 ,相伴 的 一 阶 递 变 张 量 是 a 42) 有 
V° = div| g -各 | 一 一 >= l Y gg” 2 | 


GOERE A P g =l, g =l Pg Sl E =p. 
所 以 
2 = 1 æ) 931 æ 
v o= tiale pital Stale] ] 
3 120 2 
= əzo P W r: 
GODERE EmA, g =i, g= l/r glr sin h, 


vg 二 l/rsing, 所 以 
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_ 1 a xD 

VE b= aale msing | + - S| sing 2 |+ Pr =] ] 
_ 1 af, gb 1 1 PP 
T >|” F + rising Š | sing S 1 + risin t gF 


6.27 设 下 列 张 量 是 1 的 可 导 晒 数 , 试 求 它们 的 内 训导 数 : 
个 不 变量 者， GDA GDA, Gv) A imu a 


解 : 
1 SD_s dz dr dD 
o g “di Aed dt 
.. SA dat | 3A 了 1 ¿| dz: 
GD £ Ad | are a] T 
JA'dz!* | | dre dA’ j] ,dr 
Ər d: ` l. 12 d dz ja dz 
... A | dz? j 3⁄4, š ; 11 ; ix 
deti; 3 =° 7 ; dx 
d -| jan ja qz 
i SA... k dt DA T imn __ $! jk 
(iv) s == 有: "Ima." r == | pa La A... 
s | y 1 dr? 
lma | l | j I s ' dr 
O AA inn m ` 1 jk dz | $ | jk dz” — + x 
d pi” =e dz mag 人 na] Wa 
对 .xz 
d: 


] ; Ë g 
十 7 Ja da” + | Ab SE 
qs qs 


6.28 BWR G)ga At, GDA; GD gad A, HAAF., 


(1) Ó 


， = | s | da! 


t o dt ka dz 
... ,OA dA, * „dæ, |F : da? | 
GIL) ga ë “| d. 人 l. jas dz | 
r "P x d il — rs A; 
Ñ. 30 WE g (g A,A, = 2g A; Sr m 


6.31 B ALS BRADE A F oa, hA SK ML, E E 11 
的 内 积 与 外 积 是 权 为 ata WE E E . 


证 H E P = 
— ər] s ari ðr? 
An = Z| ar? Be 
gi 一 dr | ar Qz” ar DA 
px A" ar' ar" 7“ 
外 各 


Tats) gri Br Ar ar" ar " 
a 和 a= a azia 
可 网 外 积 是 权 为 w t ao, BJ e XJ 5 BL, +E Ta] Pq £ SE 2: 2F A B5 88 HE, 


所 以 内 积 也 是 权 深 ci 十 as 的 相对 张 量 。 


A Th Ar 
A -一 |Z 
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REC 曲线 坐标 系 


C.I 试用 柱 面 党 标 系 表 示 拓 量 asri 2xr f + yk, 
B: HRR CHHALA 


€, = cospi + singj ČL) 
es 一 一 sinpi + cospi Gi) 
e, = k cili) 


Ek i OWO GD 
| í = cospe, — sinp ep j= singe, + cosee, 
于 是 == — 2=j +t yk 
= z (cosge, — singe, )} — 206cosgp(singe, cosge,2 +H 6sTnge, 

= (zcosg— Zpsingrcosgie, — (zsinp 25cos oe, H posing, 
区 项 a, zcose— 20singcrosg, dp —=zsine— ocos ø 
a= ping, 

C3 Eie — ge, L e ,— pen Z rh SE 5k E 88 RRR x 
时 间 的 导数 ， 

证 :根据 附录 的 例 1 有 


e, = cosg + singi, e, =-— singi + cospi 


于 是 Se = — (singpyge + (cosg) pj = — (sing + cosg;)o= ge, 


e = — (cosg i — (sing) pi = — (cosg + singj)e= — ge, 

C.5 EDR HEPR PHM GEA , 3F WB E +H Ev BJ Fi Bt A 
+. 

解 :方法 一 

r = posp, y = pesing, z = = 
dr =-— psing dp + cose dedy = ecosg de + sine de,dz = dz 
于 是 ds! 二 dr? 十 dy? +de 
- 342 + 


{psingdpt cosd o + (6cdsede+ singdp)’ + (d2) 
= {dø + p° (d: + Cde) =A (dot Hh dp h (dr 2 
ñK S 5k Nt Pd fr a Shl, h r=”. =e, hmh =l, 
HR E r= pcosgr t psinpi + ek 
于 是 dr = papt Wdp+ dz 
= {cosg +singpdo t < — esingit pcosej)de+ kde 
= (cosl o— osingdp)i+ (single + pcosgip)j 十 下 仁之 
故 有 ds 二 dr*dr 
= (cosgdo— psingde) ° + tsingdlpt+ posedo + (dz)? 
= (do + a (dg + (dx) 
C. 6 BR HR$I tt E PE 38 P 69 34 Jú T- A , 3F 88 E FH w 85 PË K 
AHF. | 
答 ds =a" (sink u -tsin v) (d: 二 dw) 十 dz 
h =h,=a V sinh u tsinv, 页。 一 1 
7 HÚ RER BI SE $F 2 We Bl C 的 题 C. 5. 
解 : r= rsin0cos@, y=rsinfsinp, z==+=cos0 
于 是 dz 一 -一 rsingsinedP 十 rcosĝcosgd T sin?cosgzdá+ 
dy=rsinfcosgløtrcosðsingdf+sintsingdr 
z= —rsinfd?+cosðdr 
ds? = (da)? tdy) + tda)? = (dr) -r d = sin29<4e)° 
WARATA hi=h,=1, ha 一 hor, h= hirsind 
C.9 试 求 柱 面 坐 标 系 与 球面 坐标 系 中 的 体积 元 ， 
解 : 正 交 曲线 坐标 检 zi wz、ts 中 网 体积 元 是 
dV = hhh dudtidti, 
(i) E E E EG 38 u, = p t = Ps tta 5 z A = 1l1,hk; À= phm] 
故 有 dV = (1)(eX(1)dodglz = pdpdgdz 
(11) PR BI EIR a= r u =Ñ, = @hi=l,hs=r,h = rsin 
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故 有 有 dV = (136r) Crsinfjdrdðdg = r'sinña=d8de 

C.10 WOR #ü E H EA ri BJ tE 3 SG 

T a (sinë2u sin vy dedvde 

C.)1 H misu. u Æ E 2 HH A EME z.y.z 相对 于 z. 
uzstts 的 雅 可 毕 (Jacobian) 为 hihra. 


证 : 

a y > 

EZA Aia Aii 

J| Z, y, z |= Kry) -| D 中 

til ip + Eg SERRE PEE ED. Ala Ai ckz. 

a 区 % 

Ata iy Aia 

dr. ay l | © dy, de 

= [xi + I + aE) (it I + Sa 


X |a + Si + aE] = Da aa > an 
= key * h,e, X R;e, = h,h,h,;e, * e, X e, = Ah h;h; 
C.12 试 求 柱 面 坐标 系 与 球面 坐标 系 中 的 雅 可 上 毕 ， 
Æ. G) p, Gi) rssing。 


_ 、 r T 
C. 13 设 mm .azvzs 为 广义 坐标 , 试 证 讽 - a, 与 Von Vus, 


Vua HEDA, 
1 # #—q 
证 :我 们 所 要 证 明 的 是 下 -vs 一 |。 SOTLAR S a 
T U1, 2, 36y tE T TE . 


dr 
dr du + Sedir 十 e, 


TREV ui nA 
NZ u, + dr = du, + Vm . s 


x 
J du + ka “du 
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= Vag = 1, N ta * = Ü. Vuro 
BR ARV u Vus BT 48 DUE SE R. 
C BR #z Ki së 96 Z 5 PR i E PRE h i a T PË 


Fur Fu: Vu, 3E WE ER Xk #b Z z: ë= E, .e:= E: e; == Es , 
= TEP. H -E Sp Z I 


3 . . a 
= cosg -tH sing, > — posing + pcOsQpj ， = = K; 


ap 
e= = =<cosgi tsingi, V g= —— s Wz 上 
(i) 球 区 坐标 系 ; 
z =sin0cosgi sindsingpi- costk 
F° =rcosicose i-+-rcoasÜsinpi-—=sinëk 
P> —rsin@singš + +rsinëcosegj 
W r= sityjtzk = sinfcosgi Hsinfsingj +cos?k 
To= tzit yzj— Qty k _ cos@cosgt-+-cosfsing; —sinëk 
Cr . r | 
ya _ sngt cosgi 
V p= Ty rsind 
w Æ 
15 Ela S (Vit y Taal) 


证 : sa C masna, . Y X Sa Yun u R 


六 矢量 组 .于 是 有 1.51 题 (中 的 结果 。 
由 题 己 . 13 有 


à Q Qa 
Br dy 小 
, Aiz Wis chr; TÉ sp = Hí; 
N u N t > N us = 3= Jy = = J| 2128) 
dus ko Ats 
Jm dy œ 
以 J TE) | teta) 一 E. 
pr F£, 3 下 aa mE YY + Z 为 所 证 


C.16 B$ ri y" = Pu tOst ty 一 tsSintzzy 一 zywgiy 证 明 
该 系 为 正 交 系 ,〈ib 求 雅 可 毕 。 


答 : GD- 
C.17 推导 正 交 曲线 坐标 系 中 VY 的 表示 式 。 
Wu A a aM Sasi J i. Jo. f FEP SE , 


A 汐 dr= z7 Trdi T duti 让 du 一 = h ed, hoedi, -- hsesdhr:, 


到 有 =V P. Y == n fdu, + haf adu, + hyf dté; Ci) 
但 dë = P jrn + P du, + AP dus Gi) 
D= 0NA / = A a I f= h, LS f= æ 

7o iae tia iae 
RTVTRAV= tt 


C. 18 TEER TE ARE D PVF SWV -a fj 3k 2 = , 


. a 
€: Cy VEF = est ne 


1 a, 
CERTE a= l L O2 Ar +H gg inba) + ng 32 


C.19 É m nuz u WIE X Em 38. OER | Vu, |= h, , 户 一 
1.2,3: GD MEB e, = E,. 
证 ; GEA C. 17d 2 下 一 xy W 
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Sup FE Vu |= le l/h Aa E, 
FE , 令 P= u: EK. za 时 ,可 得 | Wu | =A: s |V u| =A 
Ys o oera 
Vp E EER 
5AM u, = ë 
C. 20 ATA a a a atp n a. OIE 


办 坐标 系 是 正 交 的 ， GORETE; GD R ds*， 
答 : GO z —— + Hl) qe C Py) (dat dui) —4myd ta dt; 


Cr yy 
二 daw3 = wad HAUD — undirdi, Tan a dn du + dz 
z 1 


C. Zi 设 te tes z JE: (E 32 8 Ft. R , DK HE e, = h;h; M te X N ua VA 
É ez.83 与 此 相应 的 表示 式 。 


证 : H; EE C. IB iu = Vun Vu TEV X 


《li Æ X E,—= 


Ë, > e ` 
Mua = Thh, T a Bl e = A;,h N u; > Vus 


辐 理 可 得 eS Ah ih MN ua Va 6 Shih V u X N uz 
C. 22 试 求 半 径 为 a 59 pR SI E II. 
£ ds = at d -+ sin“gd g. ] 
C.23 WEE 2# 5 PR # tH 


Ë Ëa 
N X lae) = A s (ih) 一 YY x Ch 

uE ; 

Ww x (a, e, = V > (a h i Niti) 
=V (Gi) XW Tai B N X Va, 
=V ianh) XF 0 

1 

ie oa 2 2 e, d | 各 1 
= P Dah T Esa) alah |x £ 
_ “ 2 e, _2 
~ hah, Jea Caj) h h. Qh Lajh) 
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C. 24 试 证 正 交 坐标 系 中 

` = CEE) = 1 "m x ° - Cahal) 
C.25 #E = E aAA rota = V xa 的 表示 式 ， 
EV xa = V >x Cag H dses taae) 


=M x lae) — V XX (ae, ) HM X Lagga) 
Mš E e C ae A 


— es d 
M a 二 k Du. 2 tah, j 一 h. MA Z - Ca, fia) |+ x. Cas ) 
ë, I Ë] d | 
Tikan Ca, ha) | | hk u, 有 Cash 一 A B I asha) 
= A ] es [ à 
= ac lash) — a he) EEA, g Ai D 


e, | 3 _ a 
Be asha ) | 十 大计 | Be h) Tah) | 


Eh 


curla = V x a = r 


lah, ashs a,h, 
C.26 推导 正 交 坐标 系 中 diva= V -a 的 表示 式 。 
入 a= AR. Lan 2 (a h Rs) + = Br lazh Ad 十 a Cashiho) | 
C. 27 wortanaey MERS. 


e JF e, nF 
解 h # C. 17 有 于 一 下 Ya F > =, WI 
1 IF 13a  _ 12% 
a= Qa T you, hs cha 
应 用 题 C.26 的 结果 .可 得 
V'a =N N= NA 
_—_ 1 [2 i h h IF | 2] h | ha PP 2f | 
WASA) hy Qa hal ha hal Gea) fa Ott; 
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C. 


2S 


= P _ (sinh + sin v) 


C. > E SE 3 HN xa BVP RARA. 
解 ; 


i Ae Ral BE 


er Pe, €: 
OX — a| a aa ag Tp e P 
Ady foda hads | cds Pap Ü: 
l|. 2 epap Jet 0 Zo 2), 
r [2 Cpa, )— 1 
Gi) VS — mk 


hh, 3P [Aa kap) ] 

EA A, ilta Ra Aig 
1 
pe 


-wolal pl tal ratal) 


ia aP 1# FË 
o pg A ET E 
C. 30 EENAA 中 中 5V -a 的 表示 式 。 
1 2P ap 
£=. Vb Tetri pr er 十 oe: 
1 
a= [$ (pa, + + ipa.) | 
C. 31 准 导 球面 坐标 系 中 加? 的 表示 式 。 
解 : 
| hh ,aE Faal ae 
vY = h h; alas {5 fi l3 h; | 十 rt h. Aig ] 
> NOAA, 2| | 
D Cant (1) >| 
A rsing æ | 
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=l l sing Si e | 1 9: 
pË zal sinó -ab a |+ al sing E F: |+ 3 | 

一 点 之 | 人 t ng ZE 
ria 遍 ` rřsinð æ l W| risinid aZ 


C. 32 推导 球面 坐标 系 中 立 xa 的 表示 式 ， 
车: 


1 [| 2 aina — Š ] 
Xa | i sina, aP a.) er 
十 Ë 对 一 > (rsingaz = É (ras) 一 = |rsinge, | 
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